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Предисловие 

Пособие подготовлено на основе многолетнего чтения лек-

ций по одноименной дисциплине студентам, обучающимся по 

специальности «Прикладная математика». 

Изложены три раздела исследования операций: системы 

массового обслуживания (СМО), теория игр, модели управле-

ния запасами. СМО актуальны при проектировании вычисли-

тельных сетей, менеджменте. И в настоящее время в научных 

журналах выделены в качестве отдельных разделов тематика 

систем массового обслуживания (см. журнал «Автоматика и 

телемеханика»). В разделе «Теория игр» приведены основные 

положения и рассмотрены основные классы задач теории  игр, 

для более глубокого изучения теории игр рекомендуется [6]. 

Модели управления запасами находят применение в  менедж-

менте, они получили второе рождение в современных областях 

– логистике, корпоративных информационных системах [7, 8]. 

Другие разделы исследования операций, такие как линей-

ное, динамическое программирование изучаются в специаль-

ной дисциплине «Математическое программирование».  

При подготовке настоящего пособия использованы учебни-

ки [1, 2], учебные пособия МИФИ [3, 4, 5]. 

Цель, которая ставится в курсе лекций – не только дать зна-

ния студентам, но и научить их самостоятельно решать постав-

ленные задачи, выводить формулы при анализе объектов ис-

следования. Поэтому пособие не является справочным мате-

риалом для решения задач исследования операций, в нем ак-

центируется внимание на математических выкладках, доказа-

тельствах. 

Автор признателен рецензенту Салмину И.Д. за обсуждение 

и ценные предложения по совершенствованию пособия.  
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1. СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
В практике системных аналитиков довольно часто приходится ра-

ботать с системами массового обслуживания (СМО). К таким систе-

мам относятся вычислительные, телефонные  сети, интернет-сеть, 

магазины, торговые центры, билетные кассы и т.д. Отличительными 

особенностями СМО являются потоки заявок на обслуживание, по-

ступающих в случайные моменты времени, и каналы (приборы) об-

служивания заявок, время обслуживания в которых также может 

быть случайной величиной. Из-за случайности потоков заявок в сис-

теме может образовываться очередь, меняющаяся во времени. 

При анализе СМО исследователей интересуют ее характеристики: 

загруженность СМО, количество заявок в системе, длина очереди, 

время пребывания заявок в системе, время нахождения в очереди  и 

пр. При проектировании СМО, когда накладываются ограничения на 

ее параметры, возникает вопрос о величине потоков заявок, которые 

может обслужить система, или какой интенсивностью должны обла-

дать каналы обслуживания, чтобы обеспечить необходимое качество 

обслуживания заданных потоков заявок, и множество других вопро-

сов. 

Анализ СМО имеет целью определить ее характеристики и при 

необходимости оптимизировать параметры системы.   

Несмотря на имеющееся в настоящее время большое количество 

средств имитационного моделирования, интерес к математическому 

решению задач анализа СМО не ослабевает, так как реализуется воз-

можность глубокого познания процессов функционирования разного 

класса систем, обеспечения получения точного решения. 

В данном разделе рассматривается значительное количество клас-

сов СМО, которые дают представление о многообразии таких систем, 

множестве подходов и методов, используемых при их анализе.  



 7 

  

1.1. Основные понятия СМО 

Рассмотрим основные понятия СМО, их характеристики,  класси-

фикацию. Ниже представлена структурная схема СМО. 

                            

Источник зая-

вок 
    Очередь 

заявок 
    Канал(ы)  

обслуживания 

                          N – max длина очереди       m– количество аппаратов 

      обслуживания 

а) характеристики (параметры) входного потока заявок: 

tf  – плотность функции распределения интервала между по-

ступлениями заявок; 

 – интенсивность входного потока; 

б) характеристики (параметры) каналов обслуживания заявок: 

t  – плотность функции распределения времени обслуживания 

аппарата; 

 – интенсивность обслуживания; 

m  – число каналов обслуживания; 

в) характеристики (параметры) очереди: 

N  – максимальное число мест в очереди; 

D  – дисциплина очереди: 

-  первым пришел –  первым ушел (FIFO); 

-  последним пришел – первым ушел (LIFO); 

-  с приоритетами; 

-  случайный выбор из очереди. 

Описание системы массового обслуживания включает задание ее 

параметров DNmttf ,,,, . 

Классификация СМО 

Если  
tt etetf ;  (см. п.1.2.), то такие  СМО назы-

ваются пуассоновскими. 

1m  – одноканальные СМО; 

1m  – многоканальные СМО; 
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0N  –  системы без очередей; 

N  – системы с бесконечной очередью; 

0N  (произвольное конечное число) – системы с ограниченной 

очередью. 

В разделе также рассматриваются следующие классы систем: 

– СМО с взаимопомощью каналов обслуживания. Если есть m  ка-

налов, каждый из которых обладает интенсивностью , то в процес-

се обслуживания заявок они могут оказывать взаимопомощь, что ска-

зывается на характеристиках СМО; 

– СМО самообслуживания; 

– замкнутые СМО (с несколькими источниками заявок); 

– многофазные СМО, в которых обслуживание заявок осуществ-

ляется в несколько фаз (этапов); 

– сети СМО, узлами сети являются отдельные СМО. Выделяют  

ациклические сети (рис. 1.1) и  циклические сети (рис. 1.2). 

0,3 

  СМО1  СМО2 

Источник  0,7  0,7 1,0 

  СМО3  СМО4 

       0,3 – вероятность 
Рис. 1.1. Топология ациклической сети СМО 

  0,3 

  СМО1  СМО2 

Источник  0,7 0,2 0,5 1,0 

  СМО3  СМО4 

   0,3 
Рис. 1.2. Топология циклической сети СМО 
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Характеристики СМО 

Основные характеристики 

sL  – среднее число заявок в СМО; 

sW  – среднее время пребывания заявок в СМО; 

qL  – средняя длина очереди; 

qW  – среднее время ожидания заявок в очереди; 

отк
P  – вероятность отказа в обслуживании; 

0P  – вероятность того, что в системе отсутствуют заявки (часть 

времени, когда каналы обслуживания простаивают). 

Производные характеристики 

qLN  – среднее число свободных мест в очереди; 

qs LL  – среднее число занятых каналов; 

qs LLm  – среднее число свободных (простаивающих) ка-

налов; 

откэфф
1 P  – эффективный (реальный) поток заявок, который 

обслуживается. 

Связи между основными характеристиками (формулы Литтла) 

В установившемся режиме функционирования СМО будем 

фиксировать число заявок в системе во времени n(t). Результа-

ты  представлены на рис. 1.3, он показывает, сколько заявок нахо-

дится в каждый момент времени в СМО. 

Обозначим через dttnA
t

t

2

1

, 12 ttT  – время наблюдения.  

Среднее число заявок в СМО будет определяться из выражения: 

TALs ; число заявок, обслуженных за интервал времени T : 

TB
эфф

; среднее время пребывания заявок в СМО определяется 

из TABAWs эфф
. 



 10 

  

        n(t) 
 

 

 

sL  

 

 

 

 
0              t1                                                       t2                        t 

Рис. 1.3. График изменения числа заявок в СМО во времени 

 

Сравнивая выражения для sL и sW , можем записать связь между 

ними: 

ss WL
эфф

.         (1.1) 

Аналогично для средней длины очереди получим: 

qq WL
эфф

.         (1.2) 

sW  и qW  отличаются временем обслуживания. 

qs WW ,                                         (1.3) 

где 

0

)( dttt – среднее время обслуживания. 

Таким образом, вычислив sL  и 
отк

P , можно, используя (1.1), (1.2), 

(1.3), вычислить все основные характеристики: 

sqsss WWLWPL
ýôôýôôîòê

, . 

Отметим также следующие соотношения: 

qsqs WWLL
эфф

; 

qs WW ; 

)(
эфф

qs LL
. 
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Чтобы найти sL , необходимо определить nP  (вероятности того, 

что в СМО находится ровно n  заявок), так как 

0n
ns nPL . 

Таким образом, задача определения характеристик СМО сводится 

к определению вероятностей nP  ( ,2,1,0n ). 

1.2. Потоки заявок 

В СМО входной поток заявок случайный. Если же заявки посту-

пают через определенный интервал времени constT , то такой по-

ток называется  регулярным. 

Остановимся на общем случае, когда  для его описания требуется 

задать tf  – плотность функции распределения интервала между 

поступлением заявок, и  – интенсивность, определяемая числом 

заявок в единицу времени. 

Рассмотрим несколько видов потоков, которые нам потребуются 

для анализа СМО. 

1.2.1. Простейший (пуассоновский) поток 

Свойства потока: 

– стационарность: число заявок за интервал t  зависит только от 

величины t  и не зависит от расположения интервала t  на временной 

оси. Для стационарного потока const; 

– безпоследействие: число заявок в интервал 1t  не зависит от чис-

ла заявок за другой интервал 2t , если они не  пересекаются; 

– ординарность: вероятность поступления в интервал времени 

0tt  больше одной заявки стремится к нулю. 

Исходя из этих свойств, получим распределение Пуассона. 

Выберем конечный интервал t , на нем t : 

 

                       t         t  
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 Из свойства ординарности: 

tP1  – вероятность того, что за t  поступит 1 заявка; 

tP 10  – вероятность того, что за t  не поступит заявок. 

Разделим интервал t на n  равных участков: 

 

                     t  

                                                                               t  

n
tt . 

 

Вероятность того, что за интервал t  наступит ровно m  заявок, 

равна: 
mmnm

nm PPCP 10 . 

Учитывая свойство безпоследействия: 

n
tP

n
tP 1, 01  

mnm

m
n

t

n

t

m

mnnn
P 1

!

11
 

m

n
m

m

mmm

m

n
t
n

t

m

t

n

nnnn
P

1

1

!

21 
 

n
m

n
m

n n
t

m

t
P 1

!
limlim ;                  (1.4) 

t

t

t

n

n

n

n
e

n
t

n
t 1lim1lim .  (1.5) 

Подставляя (1.5) в (1.4), получим: 

t
m

m e
m

t
P

!
 – вероятность того, что за время t  поступит ровно 

m  заявок. 
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Обозначим at , тогда 
a

m

m e
m

a
P

!
; const (используется 

свойство стационарности). Полученное mP определяет распределение 

Пуассона, отсюда и название потока заявок.  

Вероятности mP  рассчитываются на основе 1mP : 

.
3

;
22

;

;

23

1

2

2

01

0

P
t

P

P
t

e
t

P

PtetP

eP

t

t

t

 

Математическое ожидание числа заявок за интервал t: 

.
!

!1!

0

0 0

1

0


te

m

m
t

m m

m
tt

m

m

m

m

t
et

m

t
ete

m

tm
mPmM

 

tmM )( . 

Дисперсия числа заявок за интервал t: 

.
!1

!
2

!

!
2

!

0

2
1

0 0

2
2

0

22

0

2

m

m
t

m m

t
mm

t

m

m
t

m

t
m

t
m

t
tme

et
m

t
mt

m

tm
e

m

t
ttmmee

m

t
tmmD

 

Произведем замену 1mm : 
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;
!!

!
1

2

00

0

2

2

t
m

tt
e

m

t
tme

t
m

t
tmemD

t

m

m
t

t

m

m
t

m

m
t

  

 

tmD )( . 

Отметим полученную отличительную особенность пуассоновско-

го распределения – математическое ожидание равно дисперсии. 

Определим плотность функции распределения интервала времени 

между моментами поступлениями заявок в пуассоновском потоке: 

dtedtPdttf t
0 . 

Откуда следует, что искомая функция
tetf  (экспоненци-

альное распределение). Математическое ожидание и дисперсия этого 

распределения равны: 

.
11

;
11

2

0

2

00
0

00

dtettD

edtetetdtedtettM

t

ttttt

С

ледовательно, пуассоновский поток заявок можем описать либо рас-

пределением Пуассона количества заявок за определенный интервал 

времени, либо экспонециальным распределением времени между 

моментами поступлениями заявок.  

Отметим, что вероятность того, что за малый промежуток времени 

t  поступит заявка, равна 

dtedttf t
. 

 

Операции с пуассоновскими потоками: 

а) суперпозиция (объединение) двух или нескольких пуассонов-

ских потоков образует пуассоновский поток; 
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б) операция случайного просеивания (разделения) пуассоновского 

потока дает на выходе пуассоновские потоки. При разделении потока 

должно быть задано дискретное распределение вероятностей, с кото-

рыми заявки из основного (входного) потока попадают в каждый из 

выходных потоков. Суть операции: каждая заявка из входного потока 

переходит в один из выходных  в соответствии с заданным распреде-

лением. 

При случайном просеивании заявок сохраняются все его свойства 

(ординарности, безпоследействия, стационарности). 

1.2.2. Потоки Эрланга 

Пусть имеем пуассоновский поток: 
tetf : 

 
t    

                                                                    

 

Проведем регулярное (не случайное) просеивание потока. Если 

будем исключать каждую вторую заявку, то получим поток Эрланга 

второго порядка. Если оставлять каждую третью, то получим поток 

Эрланга третьего порядка и т.д. 

Плотность распределения интервала времени между заявками по-

тока Эрланга второго порядка равна: 

dttdte
t

dttf tt 2
2

!1
. 

Плотность функции распределения потока Эрланга 2-го порядка 

(рис. 1.4): 
tttf 2

2 . 

Для потока k  порядка получим: 

.
!1

;
!1!1

1

11

t
k

k

t
k

t
k

k

e
k

t
tf

dte
k

t
dte

k

t
dttf
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            tfk  

 

                         tf2  

 

 

                                                 tf3  

                                                                                            t  

 
Рис.1.4. Плотность функции распределения Эрланга 

 

Математическое ожидание интервала времени между заявками 

потока Эрланга порядка k  равно: 

ktM , 

где  – интенсивность пуассоновского потока, из которого сгенери-

рован поток Эрланга (порождающего пуассоновского потока). 

Дисперсия интервала времени между заявками потока Эрланга 

порядка k  равна: 

2
ktD . 

Интенсивность потока Эрланга э  равна: 

k
k ээ

. 

Выразим функцию распределения, математическое ожидание и 

дисперсию через 
э
. 

kt
k

k e
k

ktk
tf эээ

!1

1

; 

э

1tM ; 

222
ээ

1

kk

k
tD . 
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Аппроксимация произвольного потока заявок  

 потоком Эрланга 

Пусть задана произвольная плотность функции распределения 

t  – интервал времени между заявками для произвольного закона с 

tM  и tD . 

Для потока Эрланга: 

tD

tM
kkk

tD

tM 2

ý

ý

1
.          (1.6) 

Пример. 

Пусть задан поток неизвестного распределения с интенсивностью 

15 заявок/ч, tM  4 мин.; tD  1 мин.
2
  

Данный поток можно аппроксимировать потоком Эрланга 

1

422

tD

tM
16 порядка с интенсивностью 15

э
, который гене-

рируется из пуассоновского потока с интенсивностью 

2401615  заявок/ч. 

1.2.3. Верификация потоков заявок 

При исследовании СМО необходимо в первую очередь проанали-

зировать входной поток заявок с целью определения его характери-

стик. Для этого производится регистрация в той или иной форме мо-

ментов поступления заявок за длительный период времени. По этим 

данным можно построить гистограмму распределения числа заявок 

за заданный отрезок времени, например, 1 ч, или распределение ин-

тервала времени между поступлением заявок в СМО. 

Рассмотрим вопросы анализа потока заявок на примере. Пусть в 

течение 121N ч вели наблюдение за поступлением заявок, в ре-

зультате получили распределение числа заявок в час, приведенное в 

табл. 1.1 и на рис. 1.5 (n – количество заявок, поступивших за 1 час, 

mn – число часов из 121, в которые зарегистрировано поступление 

ровно  n заявок). 
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Таблица 1.1  

 Распределение числа заявок в час 

n 0 1 2 3 4 5 6 

mn 10 31 40 20 10 4 6 

 

           mn 

    40 

 

       30 

 

    20 

 

       10 

 

 

                     0       1         2        3         4        5        6            n 
Рис. 1.5. Гистограмма распределения числа заявок 

 

Вычислим среднее число заявок в час:  

.207,2
121

6654103202401310106

0 N

m
nn n

n

Среднеквадратичное отклонение: 

147,2
6

0

22

n

n
n

N

m
nnS . 

Так как математическое ожидание и оценка дисперсии близки, то 

можно выдвинуть гипотезу, что это распределение Пуассона. 

Проверим гипотезу по критерию согласия, сначала – по критерию 

Пирсона (табл. 1.2):  

207,2n  – интенсивность потока.  

Отметим, что в каждом интервале nm  должно быть не менее 6. 

Если меньше, то необходимо объединить интервалы. 
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Таблица 1.2  

Расчеты для проверки гипотезы по критерию Пирсона 

n 0 1 2 3 4 5 6 

mn 10 31 40 20 10 4 6 

Pn 0,110 0,242 0,267 0,195 0,110 0,076 

NPn 13,3 29,2 36,3 23,6 13,3 9,1 

      
объединили   

интервалы 

 

Pn – вероятности поступления за 1 ч ровно n заявок, соответ-

ствующие распределению Пуассона: 

110,02,2
0 eP ;  242,0110,02,22,2

1 etP ; 

.1

;110,0
4

2,2
;195,0

3

2,2
;267,0

2

2,2

432105

342312

PPPPPP

PPPPPP
 

Критерий Пирсона 

5

0

2

2

т n

nn

NP

NPm
, 4116  (число степеней свобо-

ды). 

11,3
1,9

1,910

3,13

3,1310
22

2
.расч

 . 

 2,0  – уровень значимости (вероятность ошибки второго ро-

да). 

898,52
табл.

 (распределение Пирсона приведено в приложении 1). 

Сравниваем 
2

.расч
и 

2
табл.

. Если расчетное больше табличного, то  

распределение не пуассоновское, но мы ошибаемся с вероятностью 

2,0 . Если расчетное меньше табличного, то не можем отверг-

нуть гипотезу, что это пуассоновское распределение. 
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Чем меньше 
2

.расч
, тем с большей уверенностью мы можем гово-

рить, что это пуассоновское распределение. 

Критерий Пирсона позволяет отвергнуть выдвинутую гипотезу, но 

не дает ответ, что это именно пуассоновское распределение. 

Рассмотрим еще один критерий согласия. 

Критерий Колмогорова 

Для проверки гипотезы необходимо заполнить табл. 1.3.  

Таблица 1.3  

Расчеты для проверки гипотезы по критерию Колмогорова 

n 0 1 2 3 4 5-6 

nF *
 0,083 0,342 0,675 0,844 0,925 1,0 

nF  0,110 0,352 0,619 0,814 0,924 1,0 

 0,027 0,010 0,056 0,030 0,001 0,0 

 

nF *
 – функция распределения, полученная из эксперименталь-

ных данных; 

nF  – теоретическая функция распределения, соответствующая 

пуассоновскому распределению: 

083,0
121

10
0 0*

N

m
F , 

N

m
FF 1** 01  и т.д. 

00 PF , 101 PPF , 2102 PPPF .  

056,0maxmax * nFnFD  – максимальное откло-

нение теоретической и экспериментальной функций распределения. 

Статистика для проверки гипотезы рассчитывается по формуле: 

ND.расч
, в нашем примере 616,0121056,0.расч

. 
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В приложении 2 приведено распределение Колмогорова. .расч
P  – 

вероятность того, что расхождение между теоретическим и экспери-

ментальным произошло из-за случайных факторов. 

Для рассматриваемого примера 850,0616,0.расч
PP , т.е. с 

вероятностью 0,850 экспериментальное распределение расходится с 

пуассоновским из-за случайных факторов. 

Вопросы и задания 

1. Какие свойства характерны для пуассоновских потоков? 

2. Какие операции можно производить над пуассоновскими по-

токами, чтобы результирующие потоки тоже были пуассонов-

скими? 

3. Докажите, что в результате суперпозиции двух и более пуас-

соновских потоков заявок результирующий поток будет тоже 

пуассоновский. 

4. Какой поток описывают потоки Эрланга при стремлении их 

порядка к бесконечности? 

5. Для ответа на какие вопросы следует использовать критерий 

Колмогорова и на какие – критерий Пирсона? 

6. При исследовании потока заявок регистрировалось количество 

заявок, поступающих каждый час. В результате наблюдений в 

течение 100 ч получили следующие данные: 

 
Число заявок в час 0 1 2 3 4 5 6 
Кол-во наблюдений 8 14 36 17 10 8 7 

 

Используя критерии Пирсона и Колмогорова проверить гипотезу 

о том, что поток заявок является Пуассоновским потоком. 

1.3. Марковские процессы 

Математический аппарат марковских процессов используется для 

анализа систем массового обслуживания. Поэтому прежде чем пере-

ходить к анализу СМО, остановимся на марковских процессах. При-

чем будем рассматривать только те вопросы, которые требуются для 

анализа СМО.   
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Пусть в объекте моделирования определены состояния 

nSSSS ,,,, 210  , например, в системе массового обслуживания: 

0S  – в СМО нет заявок, 

1S  – в СМО одна заявка, 

2S  – в СМО две заявки и т.д. 

C течением времени СМО переходит из одного состояния в дру-

гое. 

Рассмотрим марковские процессы с дискретными состояниями 

(число состояний конечно или счетно). При этом выделим: 

а) марковские процессы с дискретным временем перехода (момен-

ты перехода заранее определены); 

б) марковские процессы с непрерывным временем перехода (мо-

мент перехода не определен, случаен). 

Отметим, что марковские процессы обладают свойством безпо-

следействия.  

1.3.1. Марковские процессы с дискретными состояниями и 

дискретным временем перехода 

Пусть система находится в состоянии iS , где ni ,,2,1  . 

Для задания марковского процесса необходимо определить  мат-

рицу вероятностей перехода из одного состояния в другое. 

Пример матрицы переходов: 

5,05,0

7,03,0

1

0

10

S

S
SS

Pij  

Для заданной матрицы граф переходов имеет вид: 
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Так как на каждом следующем шаге система переходит в другое 

состояние, то  1
0

n

j
ijP . 

Пусть задан вектор вероятностей в первый момент времени: 

0
1

0
0

0

,PPP . 

Какова вероятность нахождения системы в состоянии i после пер-

вого перехода? 

),,2,1(
0

01 niPPP
n

j
jiji  .                                (1.6)     

В векторном виде (1.6): ijPPP
01

. 

На шаге k  получим уравнение: 

  
k

ijij

kk

PPPPP
01

.                                (1.7)                                                                                               

Если constijP  (не зависит от шага), то процесс называется од-

нородным. 

При устремлении k  к бесконечности получим вектор предельных 

вероятностей: 

PP
k

k
lim . 

 Процесс, в котором вектор предельных вероятностей не зависит 

от вектора начального состояния, называется эргодическим. 

Если матрица переходов неприводима (т.е. из каждого состояния 

можно достигнуть любое другое состояние), то существует вектор 

предельных вероятностей. 

Пример неприводимой матрицы переходов: 
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.

8,02,000

7,05,003,0

5,06,004,0

007,03,0

3

2

1

0

3210

S

S

S

S
SSSS

 

1.3.2. Марковские процессы с дискретными состояниями и 

    непрерывным временем перехода 

Пусть система может находиться в состояниях iS ( ni ,,1,0  ). 

Время перехода – случайная величина. 

ij  – интенсивность перехода из состояния iS  в jS . 

За время t  вероятность перехода ttP ijij . 

Если constij  (не зависит от времени), то это однородный мар-

ковский процесс. 

Рассмотрим случай с двумя состояниями: 

 
 

.
1

1

1010

0101

tt

tt
tPij  

Составим конечно–разностное уравнение для определения tPi . 

Для первого состояния: 

ttPttPttP 1010100 1                       (1.8) 

ttPttPttP 0101011 1  .                      (1.9)                                                                           
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Из (1.8) получим: 

t

ttPttP

t

tPttP 10101000 , 

101010
0 tPtP
dt

tdP
.                                (1.10) 

Из (1.9) получим 

010101
1 tPtP
dt

tdP
.                              (1.11) 

Следует иметь в виду, что в любой момент t  101 tPtP . 

Примем за начальное состояние системы 00,10 10 PP , то-

гда решением дифференциального уравнения (1.10) будет: 

t
etP 1001

0110

01

0110

10
0                        (1.12) 

t
etPtP 100111

0110

01
01  .                (1.13) 

Графически (1.12) и (1.13) представлены на рис. 1.6.  

 

0110

01  

0110

10  

0 

1 

Рис.1.6. Решение системы уравнений марковского процесса 

tP
1  

tP
0  

t 
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При стремлении t  к бесконечности получим предельные вероят-

ности: tPPtPP 1100 lim,lim . 

Для определения 0P  и 1P  приравняем производные из системы 

уравнений (1.10) и (1.11) к нулю: 

.0

0

1

0

dt

tdP

dt

tdP

 

Получим: 

.
101

010101

PP

PP
 

Рассмотрим случай для четырех состояний (рис. 1.7). Для просто-

ты изображения размеченного графа t  будем опускать. 

 
Рис.1.7. Размеченный граф 

 

Система уравнений для данного графа приведена ниже. 

ttPtttPttP 202030100 1  

20203010
0 tPtP

dt

dP
 



 27 

  

212010131
1 tPtPP

dt

dP
 

32321202
2 tPtP

dt

dP
 

030131323
3 PPtP

dt

dP
. 

В общем случае, когда число состояний niSi ,,1 , система 

уравнений примет вид: 
n

jk

k
kik

n

ji

j
iji

i tPtP
dt

dP

00

. 

Эту систему уравнений по имени автора называют системой 

уравнений Колмогорова. 

Для определения предельных вероятностей 0
dt

dPi  получим сис-

тему линейных уравнений: 
n

jk

k
kik

n

ji

j
iji tPtP

00

 ( ni ,,2,1  ), 

1
0

n

i
iP . 

1.3.3. Процессы гибели и размножения 

Процессами гибели и размножения называются марковские про-

цессы, имеющие размеченный граф, приведенный на рис.1.8. 

 
Рис.1.8. Размеченный граф процессов гибели и размножения 
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ij − интенсивности размножения,  ji − интенсивности гибели. 

Для нахождения вектора предельных вероятностей 

),,2,1( niPi   составим систему уравнений: 

101010 PP   (по Колмогорову),                  (1.14) 

21201010121 PPP .                      (1.15) 

Подставляя (1.14) в (1.15), получим: 

.212121

212101101121

PP

PPPP
 

Для всех последующих состояний уравнения будут иметь одина-

ковый вид: 

iiiiii PP ,111,  ( ni ,,2,1  ). 

Чтобы определить все предельные вероятности, воспользуемся 

условием: 
n

i
iP

0

1 . Для этого выразим iP  через 0P : 

0

21

12

10

01
1

21

12
2 PPP .                     (1.16) 

Введем обозначение 
ii

ii
i

,1

1,
, тогда (1.14) и (1.16) запишутся  в 

виде: 0212011 ; PPPP . 

Все оставшиеся вероятности выражаются через 0P : 

0

1

PP
i

j

ji . 

В результате  получим выражение для 0P : 

1

1 1
0 1

n

i

i

j
jP . 

Определив 0P , можем рассчитать все iP . 
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Пример анализа процесса гибели и размножения. 

Пусть задан процесс гибели и размножения: 

 

.

0300

2050

0306

0040

3

2

1

0

3210

S

S

S

S
SSSS

ij  

Расчет предельных вероятностей: 

001
3

2

6

4
PPP ; 

0012
5

2

3

2

5

3

5

3
PPPP ; 

0023
15

4

5

2

3

2

3

2
PPPP ; 

;1
15

4

5

2

3

2
10P  

.
35

4

7

3

15

4
,

35

6

7

3

5

2
,

7

2

7

3

3

2
,

7

3
3210 PPPP   

 
Вопросы и задачи   
1. Определить предельные вероятности состояний в марковской 

цепи, описываемой следующей матрицей вероятностей переходов. В 

начальный момент система находится в первом состоянии 

 S1 S2 S3 

S1 0,3 0,3 0,4 

S2 0,0 1,0 0,0 

S3 0,0 0,0 1,0 
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2. Управляемый объект имеет 4 возможных состояния. Через ка-

ждый час  производится  снятие информации  и перевод объекта из  

одного состояния   в   другое  в  соответствии  со   следующей   мат-

рицей вероятностей переходов: 

 S1 S2 S3 S4 

S1 0,3 0,4 0,0 0,3 

S2 0,2 0,2 0,4 0,2 

S3 0,4 0,3 0,2 0,1 

S4 0,2 0,3 0,4 0,1 

    Найти  вероятности нахождения объекта в каждом из  состояний 

после  второго  часа,  если  в начальный  момент  он  находился  в 

состоянии S3. 

3. По  заданным  коэффициентам  системы  уравнений  Колмого-

рова составить  размеченный  граф  состояний.   Определить  коэф-

фициенты А, В, С, Д в уравнениях: 

              -А Р1  +    4 Р2  +   5 Р3  =  0 

              -В Р2  +    4 Р1  +    2 Р4  =  0 

              -С Р3  +    2 Р2  +    6 Р1  =  0 

              -Д Р4  +    7 Р1  +    2 Р3  =  0. 

4. Физическая система имеет 4 состояния. Размеченный граф со-

стояний приведен ниже. 

    6 

       S1               S2 

 

      4            5        3   

 

 

      S3               S4  

    5   

Определить предельные вероятности состояний системы. 

 



 31 

  

1.4. Пуассоновские СМО 

В пуассоновских СМО входной поток заявок – пуассоновский, т.е. 
tetf , а время обслуживания распределено по экспоненциаль-

ному закону 
tet . 

1.4.1. Одноканальные пуассоновские СМО 

СМО без очереди (N=0). Используем теорию процессов гибели и 

размножения для определения вероятностей 10 ,PP (рис. 1.9). 

 

 

 

 

101

01

PP

PP
  110P ; 

10 ;PP . 

 Вероятность отказа заявки в обслуживании равна 1P : 

отк
P . 

Среднее число заявок в системе равно: 

110 10 PPPLs .                   (1.17) 

Среднее время пребывания в СМО равно среднему времени об-

служивания: 

1sW ;                                        (1.18) 

 

так как очереди в СМО нет, то 

            

           0S           1S  

         μ 
Рис. 1.9.  Размеченный граф СМО без очереди 
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.0,0 qq LW  

Эффективный поток заявок определяется по формуле: 

откэфф
1 P . 

СМО с ограниченной очередью 

Размеченный граф данного класса СМО представлен на рис. 1.10. 

 

 

 

 

 

Конечное состояние в системе определяется максимальным чис-

лом мест в очереди плюс 1 канал обслуживания. Введем обозначение 

. Система уравнений для нахождения предельных вероятно-

стей nP  имеет вид: 

1 0

2

2 1 0

1 0

n

n n

P P

P P P

P P P

                                      (1.19) 

Учитывая, что 1
1

0

N

n
nP , получим уравнение для определения 0P : 

1
1

0

0

N

n

nP
1

0
0 1

N

n

nP , 

   

                                                  

     0S                1S                    2S               ...           1NS    

                                                               
Рис. 1.10.  Размеченный граф одноканальной СМО 

с ограниченной очередью 
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откуда получим 
20

1

1
N

P , где  – любое, т.е. на отношение 

 не накладывается никаких ограничений. 

Вероятности 
n

n PP 0 . 

Определим среднее число заявок в СМО: 


)(F

1

0

1
0

1

0
0

1

0

N+

n=

n-
N+

n=

n
N+

n=
ns nρPρnPPnL .       (1.20) 

Обозначим через 
ρ

ρ
ρF(ρ

N+N+

n=

n

1

1
)

21

0

, тогда 

.
1

211

1

211

2

12

2

12

ρ)(

)ρ(N+)ρ(N+

ρ)(

)ρρ)(N+()ρ(
F

N+N+

N+N+

ρ

           (1.21) 

Подставив (1.20) в (1.21), получим: 

22

12

11

2111

ρ))(ρ(

)ρ(N+)ρ(N+ρ)ρ(
L

N+

N+N+

s .       (1.22) 

Отметим, что вероятность отказа равна вероятности последнего 

состояния в размеченном графе: 

0
1

1отк
PρPP N+

N+ ; 

)1(
откэфф

P . 

Используя формулы Литтла (1.1 – 1.3), получим: 

эфф
λ

L
W s

s ;                                     (1.23) 

μ
WW sq

1
;                                   (1.24) 
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эффqq WL .                                    (1.25) 

 

Рассмотрим частный случай, когда , т.е. 1. В этом слу-

чае 1201 NPPPP  : 

2

1
0

N
P ; 

2

1
отк

N
P . 

Основные характеристики СМО определяются по следующим 

формулам: 

;
2

1N
Ls  

;
2

1

2

1
1

эфф

N

N

N
 

;
2

2

12

21 N

N

NN
Ws  

;
1

sq WW  

.
2

1

2

1
ýôô

N

NN
WL qq  

 

     СМО с неограниченной очередью. Так как СМО без отказов, то 

0
отк

P , а 
эфф

. 

Для получения формул расчета характеристик СМО воспользуем-

ся формулами для СМО с ограниченной очередью. 

11

211
lim

2

1
2

0 N

N
N

N
s

NN
L .              (1.26) 
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Чтобы существовал предел, необходимо выполнение условия 

1, которое означает, что интенсивность обслуживания 

должна быть больше интенсивности потока заявок, иначе очередь 

будет расти до бесконечности. 

Отметим, что в СМО с бесконечной очередью 

10P .                                      (1.27) 

Предел (1.26) равен: 
1

sL , и тогда 

1

)1(
ss LW ;                   (1.28) 

)(

111
sq WW ;             (1.29) 

)(

2

qq WL .                             (1.30) 

Рассмотрим вопрос о функции распределения времени пребыва-

ния в одноканальной СМО с бесконечной очередью при дисциплине 

очереди FIFO.  

Время пребывания в СМО, когда в ней находится n заявок (сис-

тема находится в состоянии Sn, равно сумме длительностей обслужи-

вания n заявок. Так как время обслуживания распределено по экспо-

ненциальному закону, то плотность функции распределения услов-

ной вероятности времени пребывания в СМО, когда в ней находится 

n заявок, определяется так же, как распределение Эрланга n порядка 

(см. раздел 1.2.2) 

 

 

Искомая плотность функции распределения определяется выра-

жением: 

te
n

nt
f

n
s

W

!

)(
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С учетом (1.19) и (1.27), )( sWf  запишется в  виде: 


tt ee

n

n
n

tn

n

t
n

s
n

t
ee

n

t
Wf

00
!

)(
)1()1(

!

)(
)(  

.)1()1()( )1()( tt
s eeWf  

Видим, что )( sWf − экспоненциальное распределение с матема-

тическим ожиданием 
1

)1(

1
)( sWM , что совпадает с 

(1.28). 

Из того, что )( sWf − экспоненциальное распределение, следует 

важный вывод: выходной поток заявок в одноканальной  СМО с бес-

конечной очередью является пуассоновским потоком. 

1.4.2. Многоканальные пуассоновские СМО 

СМО с ограниченной очередью (N>0)  
Размеченный граф данного класса СМО представлен на рис. 1.11. 

 

 

 

Рис. 1.11. Размеченный граф многоканальной СМО с ограниченной очередью 

 

Составим систему уравнений для определения предельных веро-

ятностей состояний: 

001 PPP , где  

                                        

   1S               2S                 3S               ...              mS           ...          mNS  

                      2                3           m            m        m  

.
!

)(
)(

00 n
n

t
n

n
ns Pe

n

t
PfWf

n
s

W
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0

3

23

2
012

321
3

22

PPP

PPP

 

2

12

1

0 ,,1,
!

mPmPP

mPP

mkP
k

P

mmm

mm

k

k 

 

1

1

1
!!

21

0

1

0
0

NN

n

n

mN

mn

mn
mm

k

k

mk
P

 

mNmnPmP m

mn

n ,,1,  . 

Введем обозначение m , тогда 

 ),,(
!

0 mNmnP
m

PP
m

mn
m

mn
n  , и 

)1,,1(
!

0 mk
k

PP
k

k  . 

Учитывая условие, что сумма всех вероятностей равна единице, 

т.е. 1
1

0

mN

mn
n

m

k
k PP , получим 0P : 

111

0
0

1

! ! 1

k m Nm

k

P
k m

.                    (1.31) 

Определим среднее число заявок в очереди: 

        
0 0

N N
n

q n m m
n n

L nP n P , где 
!

0
m

PP
m

m ; 
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G

N

n

n
mq nPL

0

1
.                                                            (1.32) 

Введем в рассмотрение функцию: 

1

1 1

0

NN

n

nG ; 

1 1

2

1 1 1 1 1

1 1

N N N NN N N
G . (1.33) 

Подставим (1.33) в (1.32): 
1

0 2

1 1

! 1

N Nm

q

N N
L P

m
.               (1.34) 

Вероятность отказа в обслуживании равна: 

0
!

отк
P

m
PPP

mN

m
N

mN . 

Эффективный поток заявок: 

откэфф
1 P . 

Используя формулы Литтла, получим среднее время ожидания 

заявок в очереди: 

эфф

q

q

L
W . 

Время в СМО отличается от qW  на время обслуживания: 

1
qs WW . 

Наконец среднее число заявок в системе равно: 

эффss WL . 

Частный случай 1
m

. 

Система уравнений для определения nP  примет вид: 
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.,,,

;,,0,
!

0

0

mNmnPPP

mkP
k

P

m
mn

n

k

k




 

Определим 0P : 

m

mN

mn

mn
m

mN

mn
n NPPP

11

; 

1
1

0
0 1

!
N

mk
P

mm

k

k

. 

Средняя длина очереди равна: 

m

N

n

n
mq PN

N
nPL 1

20

. 

Учитывая, что 
!

0
m

PP
m

m , получим: 

2

1

!
0

NN

m
PL

m

q . 

СМО без очереди (N=0) 

 

 

 

Рис. 1.12. Размеченный граф многоканальной СМО без очереди 

 

Используя (1.31) при 0N , получим: 
1

0
0

!

m

k

k

k
P . 

Вероятность отказа в обслуживании равна: 

0
!

отк
P

m
PP

m

m . 

   

  0S    1S   ...       mS  
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Следовательно, 

0
!

11
откэфф

P
m

P
m

. 

Предельные вероятности состояний kS  равны: 

),,1,0(
!

0 mkP
k

P
k

k  . 

Так как очередь отсутствует, среднее время нахождения заявок в 

СМО равно: 

1
sW .                                            (1.35) 

Среднее число заявок в СМО равно: 

;
эфф ss WL  

.
!

1
1

0эфф
P

m
L

m

s                     (1.36) 

СМО с неограниченной очередью (N→∞) 

 

 

Рис. 1.13. Размеченный граф многоканальной СМО с неограниченной очередью 

 

Для определения характеристик данной СМО воспользуемся фор-

мулами для СМО с ограниченной очередью при N : 
1

1

0
0

1

1

! mk
P

mm

k

k

; 

;
!

;;0 0эффотк

m
PPP

m

m  

  

   0S           1S    ...     mS         …           nS  
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0 2
; ;

! 1

m
q

q q

L
L P W

m
                     (1.37) 

 .;
1

qssqs LWLWW               (1.38) 

Чтобы существовал установившийся процесс в СМО, необходимо 

выполнение условия 

1
m

. 

1.4.3. СМО с взаимопомощью каналов 

Рассмотрим следующие дисциплины взаимопомощи: 

(в) – "все как один" (все каналы обслуживают одну заявку до тех 

пор, пока не закончат); 

(р) – равномерная взаимопомощь (равномерно обслуживаются все 

заявки, находящиеся в СМО): если в системе одна заявка – ее обслу-

живают все каналы,  если в системе две заявки – все каналы разби-

ваются на две группы и  обслуживают обе заявки и т.д. Особенно-

стью этого вида взаимопомощи является выполнение условия – при 

наличии в СМО хотя бы одной заявки все каналы заняты. 

(б) – СМО без взаимопомощи. 

Будем рассматривать случаи, когда при взаимопомощи каналов 

общая интенсивность обслуживания СМО линейно зависит от числа 

каналов: 

m
СМО

, 

где  – интенсивность обслуживания одного канала. 

Рассмотрим основные характеристики СМО: 
отк

,,,, PWWLL qsqs  

при различных дисциплинах взаимопомощи. 

СМО без очереди 

(б) 

 

 

                           

  0S    1S   ...       mS  

                2            m  
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Для расчета 
)()()( б

отк

бб ,, PWL ss  см. формулы (1.35) и (1.36). 

 

 

(в) 

 

 

Для расчета 
)()()( в

отк

вв ,, PWL ss  см. формулы (1.17) и (1.18) с заменой  

на m . Всего два состояния, так как каналы не прерывают обслужи-

вание, пока не закончат обслуживание одну заявку. 

 

(р)  

 

 

Для расчета 
)()()( р

отк

рр ,, PWL ss  см. формулы (1.22 – 1.25) с заменой N 

на m-1, и  на m . 

 

Сравним характеристики: 

.
1

;0,

;

;

)()()(

)()()(

)()()(

брв

рбв

р

отк

б

отк

в

отк

sss

qq

sss

WW
m

W

WL

LLL

PPP

 

 

СМО с неограниченной очередью 

 

(б) 

 

 

Очередь начинается после состояния mS . 

Для расчета 
)()()()( бббб ,,, qqss WLWL  см. формулы (1.37) и (1.38). 

    

  0S   1S  

 mμ 

                           

  0S   1S   ...      mS  

 m               m            m  

                                                            

   0S           1S    ...     mS         …           nS  

          2        m    m        m           

m  
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(в)  

 

 

 

Очередь начинается после состояния 1S  

  

(р)  

 

 

Очередь начинается после состояния mS . 

Отметим, что размеченные графы для обеих дисциплин взаимо-

помощи одинаковые, из чего следует, что предельные вероятности 

состояний ),...,2,1(0 ni
m

PP

i

i  одинаковые. Это означает, 

что sL  и sW  равны для равномерной и "все как один" дисциплин 

взаимопомощи. Для их расчета следует использовать формулы одно-

канальной СМО с неограниченной очередью, заменив в них  на m . 

Для расчета 
)()( вв , qq WL  следует использовать формулы одноканаль-

ной СМО с неограниченной очередью, заменив в них  на m . Отме-

тим, что 
)()( ââ

sq LL . 

Средняя длина очереди для равномерной дисциплины взаимопо-

мощи определяется выражением: 
)()( pð

s
m

q LL . 

 

Сравним характеристики СМО: 

;

;

;0

)()()(

)()()(

рвб

рвб

qqq

sss

от к

LLL

LLL

P

 

                                                                     

     0S                 1S                ...                nS  

          m                 m            m                 m   

 

                                                                         

     0S                 1S              ...            mS              ...             nS  

              m              m         m              m        m              m  
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.

;
)()()(

)()()(

рвб

рвб

qqq

sss

WWW

WWW
 

СМО с ограниченной очередью 

  

 

(б) 

 

 

Для расчета 
)(б

qL  см. формулу (1.34), а для 
)()()()( б

отк

ббб ,,, PWWL qss  – 

формулы в том же пункте. 

 

 

(в) 

 

 

Очередь начинается после состояния 1S . 

Для расчета 
)()()()()( в

отк

вввв ,,,, PWLWL qqss  см. формулы (1.22 – 1.25)  с 

заменой  на m . 

 

 

(р) 

 

 

Очередь начинается после состояния mS . 

Для расчета 0
)()()( ,,, р

отк

рр PPWL ss  см. формулы (1.22 – 1.25) с заменой 

 на m  и N на N+m-1. Средняя длина очереди равна: 

1 1 1

0
1 1 1

N N N
n m n

q m n m
n n n

L nP P n P n . 

Для получения окончательной формулы см. (1.32) и (1.33): 

                                                          

    0S               1S              ...           mS             ...           mNS  

                 2        m             m        m  

                                              

    0S                1S               ...           1NS  

  m             m        m                

                                                   

    0S                1S              ...            mS            ...         mNS  

 m              m        m               m       m  
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1

1

0 2

1 1

1

N N

m

q

N N
L P . 

 

Сравним характеристики СМО: 
)в()б()р()р(

отк

)б(

отк

)в(

отк
; sss LLLPPP . 

Что касается других характеристик, можно указать только соот-

ношения между некоторыми из них:  

.;; )р()б()р()б()р()б(

qqssqq WWWWLL  

Равномерная взаимопомощь (р) наиболее эффективная из всех, а 

про взаимопомощь «все как один» (в) ничего определенного сказать 

нельзя, так как все зависит от соотношения , , m, N. 

1.4.4. СМО самообслуживания 

Системы, в которых нет отказа и отсутствует очередь, называются 

СМО самообслуживания. Такие требования к СМО будут выпол-

няться, если в СМО число каналов будет стремиться к бесконечно-

сти.  

Размеченный граф такой СМО представлен на рис. 1.14. 

 

 

 

 

 
Рис. 1.14. Размеченный граф СМО самообслуживания 

 

Для анализа СМО самообслуживания достаточно использовать 

формулы Литтла. Так как СМО без потерь, то 
эфф

, 

а 0qq WL , остальные характеристики СМО равны: 

ss LW ,
1

.  

                                               

    0S                1S               ...           nS  

                 2         n              (n+1)  
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Определим вероятность состояния  0S − вероятность  того, что 

система будет свободна:  

!!
00

n
p

n
pp

n

n

n

n   e
n

n

n
p

1

0
0

!
. 

Так как формулы Литтла справедливы для СМО с произвольными 

потоками заявок и временем обслуживания, то формулы для sW  и 

sL  тоже справедливы для СМО самообслуживания с произвольны-

ми потоками заявок и временем обслуживания. В то же время, при 

выводе формулы для 0P  использованы процессы гибели и размно-

жения, поэтому полученное выражение справедливо только для пу-

ассоновских СМО самообслуживания. 

1.4.5. Замкнутые СМО 

Чтобы представить этот класс СМО, рассмотрим ее пример. Пусть 

есть n станков – источники заявок, каждый из которых выходит из 

строя с интенсивностью . Для обслуживания выходящих из строя 

станков имеются каналы  обслуживания. Если число каналов m = 1, 

то замкнутая система одноканальная, если m > 1, то замкнутая сис-

тема многоканальная. 

Одноканальные замкнутые СМО 

Размеченный граф для такой системы имеет вид: 

 

 

 

 

     
Рис. 1.15. Размеченный граф одноканальной замкнутой СМО 

 

Составим систему уравнений для определения предельных веро-

ятностей: 

   n             (n-1)             (n-2)        

     1S                2S                    3S               ...             nS  
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),...,2,1()1)...(1( 0 nkPknnnP k
k , 

или 

),...,1,0(
)!(

!
0 nkP

kn

n
P k

k . 

1
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!
1

0
0

0

n

k

k
n

k
k

kn

n
PP , 

1

0
0

)!(

!n

k

k

kn

n
P  – вероятность того, что все станки рабо-

тают, а аппарат обслуживания простаивает. 
n

k

ks kPL
0

. 

Определим sL исходя из особенности одноканальной замкнутой 

СМО. Если система находится в равновесии, то общая эффективная 

интенсивность обслуживания и эффективный поток заявок должны 

быть равны: 

эффэфф '' . 

Эффективный поток заявок определяется выражением: 

)(
эфф' sLn , а эффективная интенсивность обслуживания: 

)1( 0'эфф
P . 

Получаем уравнение для определения sL : 

)()1( 0 sLnP ; 

)1()1( 00 P
n

P
nLs , где . 
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Остальные характеристики определяются по следующим форму-

лам: 

)(
эфф' s

ss
s

Ln

LL
W ; 

1
sq WW ; 

qq WL
эфф' ;  

эффэфф

эфф

''
' ssq LWL ; 

nL
Ln

LL s
s

sq )1(
)(

; 

.
1

1

1
)1()1(

1

0

0
0

0

Pn

n
P

nPnn
P

nLq

 

Многоканальные замкнутые СМО 

Размеченный граф данного класса СМО приведен на рис. 1.16 

( nm ). 

 

 

 

 

 

Рис. 1.16. Размеченный граф многоканальной замкнутой СМО 

 

Определим предельные вероятности состояний системы. 

),...,1(
!)!(

!
0 mkP

kkn

n
P

k

k ; 

n              (n-1)            (n-2)     (n-m+1)       (n-m)      

   1S               2S                 3S               ...              mS           ...           nS  

                      2                3           m            m        m  
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P
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mm P
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P
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),...,1(
)!(
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msn

mn
P mms
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После упрощения mP  получим: 

1

1 1

0
)!(!

!

!)!(

!
1

m

k

n

ms
ms

sk

msnm

n

kkn

n
P ; 

n

k

ks kPL
0

; 

)(
эфф' sLn ; 

эфф'

s
s

L
W ; 

1
sq WW ; 

эффqq WL . 

В частном случае, когда nm  и , СМО распадается на m 

одноканальных, т.е. за каждым каналом закрепляется один источник 

заявок (станок). 

Для отдельного канала и всей СМО в целом выполняется: 

1
sW . 



 50 

  

Загруженность отдельного канала , а число заявок в систе-

ме nLs . Кроме того, в данной СМО 0qL и .0qW  

1.4.6. Многофазные СМО 

Многофазные СМО представляют собой обслуживание заявок по-

следовательно в нескольких СМО (фаз). Поток заявок поступает на 

СМО1. 

Многофазные СМО без потерь 

 

 

 

 

Каждая i-я СМО имеет характеристику i, и у всех очереди беско-

нечные. 

СМО без потерь означает, что все заявки проходят все фазы, т.е. 

i= 1, i=1, 2, ..., n. Рассмотрим случай, когда все СМОi – однока-

нальные. Имея данные для каждого СМОi – i, i , можно рассчитать 

характеристики 
iiii qsqs WWLL ,,, .  

Характеристики многофазной СМО рассчитываются в соответст-

вии со следующими выражениями: 

1
i

n

s s
i

L L ; 
n

i

qq i
LL

1

; 
n

i

ss i
WW

1

;    
n

i

qq i
WW

1

. 

 

Многофазные СМО с потерями 

В данном классе многофазных СМО после каждой фазы обслужи-

вания заявки с вероятностью Pi не обслуживаются на следующих фа-

зах (происходит потеря заявок). 

 

 

 

 

   1   

    СМО1         СМО2              СМО3 

      1P               2P            3P  

   1  

    СМО1                                    СМО2                        СМО3          Выход 

       11 P   21 P           31 P  
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Потоки заявок, поступающие на обслуживание в каждую СМОi, 
определяются следующим образом: 

112 )1( P ; 

121223 )1)(1()1( PPP ; 

. 

. 

. 
1

1

1 )1(
n

i

in P . 

На выходе такой многофазной СМО поток обработанных заявок 

на всех фазах равен: 
n

i

iP
1

1 )1(
вых

. 

Рассматривая случай, когда для всех фаз очередь бесконечная и 

m = 1, можем рассчитать характеристики СМОi, а затем – характери-

стики многофазной СМО так же, как в многофазной без потерь. 

Многофазные СМО без  очереди 

В данном классе СМО для всех фаз Ni = 0. Подход к анализу та-

ких СМО продемонстрируем на двухфазной системе: 

 

 

 

 

 

 

Выделим две разновидности систем, каждая из которых отличает-

ся процессом функционирования. 

 

 Двухфазная СМО без блокировки фаз 

Возможные состояния данной двухфазной СМО: 

      
отк1

P                   
2отк

P  

   1      2  

    СМО1                                    СМО2 
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S00 – обе фазы свободны; 

S10 – первая занята, вторая свободна; 

S01 – первая свободна, вторая занята; 

S11 – обе заняты. 

Размеченный граф такой СМО представлен на рис. 1.17, на кото-

ром  1  – интенсивность обслуживания в СМО1, а 2  – в СМО2.  

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.17. Размеченный граф двухфазной СМО без блокировки  

 

Составим систему уравнений для нахождения предельных вероят-

ностей: 

20100 PP            (1.39) 

21100110 PPP           (1.40) 

111110201 )( PPP           (1.41) 

012111 )( PP .                       (1.42) 

 

Решим полученную систему уравнений: 

из (1.39): 00

2

01 PP ; 

из (1.42): 00

212

01

21

11 PPP ; 

   

     00S      10S  

 

 

  2         1        2   

 

 

  1  

     01S      11S  
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из (1.40): 00

211

2

00

1

10
)(
PPP . 

 

00P  определим из условия, что сумма всех вероятностей равна 

единице: 

1
)()(

1
211

2

1212

2

2

00P . 

 

Перейдем к расчету характеристик двухфазной СМО: 

11011000 2)(10 PPPPLs ; 

0qL ; 0qW . 

Вероятность отказа на первой фазе: 

1110отк1
PPP ; 

отк1отк1
P . 

Поэтому )()1( 01002 отк1
PPP . 

На второй фазе получают отказ заявки, которые поступают после 

первой фазы в то время, когда вторая фаза занята: 

21

1010011
2

21

111 )(
отк2

PPPP
; 

21

1
110100 1)(

отк2отк1
PPP

эфф
; 

эфф

s
s

L
W . 

 

 Двухфазная СМО с блокировкой первой фазы 

Состояния системы: 

S00 – обе фазы свободны; 

S10 – первая занята, вторая свободна; 

S01 – первая свободна, вторая занята; 
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S11 – обе заняты; 

Sб1 – блокировка первой фазы. В это состояние система переходит 

в случае, когда заявка обслужена на первой фазе, но вторая фаза в 

этот момент занята. Заявка остается на первой фазе, тем самым бло-

кирует поступление следующей заявки на первую фазу. 

Размеченный граф такой СМО имеет вид: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.18. Размеченный граф двухфазной СМО с блокировкой 

 

Составим и решим систему уравнений для определения предель-

ных вероятностей: 

00 01 2 01 00
2

P P P P ; 

21

2

001021100110 PPPPP ; 

21110201 б
)( PPP ; 

00

212

2

01

21

11012111
)(

)( PPPPP ; 

00

21
2
2

2
1

11

2

1
111121

)(
бб

PPPPP . 

Используя нормирующее условие 

         

     00S           10S  

 

  2        1              2  

          

     01S                      11S  

        

   2    1  

      1бS  
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1111011000 бPPPPP , 

определим 00P  и все остальные вероятности. 

Характеристики СМО будут вычисляться в следующей последо-

вательности. 

11110 ботк
PPPP ; )(2 1110110 б

PPPPLs ; 

)( 0100эфф
PP ;   

эфф

s
s

L
W ;   1б

PLq ;     
эфф

q

q

L
W . 

Рассмотренный подход к анализу двухфазной СМО можно рас-

пространить на большее число фаз. На рис. 1.19 представлен разме-

ченный граф трехфазной СМО с отказами без блокировки фаз: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
Рис. 1.19. Размеченный граф трехфазной СМО без блокировки 

1.5. Пуассоновские сети СМО 

Cети СМО представляют собой множество СМО (узлы сети), при 

этом заявки обслуживаются в нескольких узлах. Последовательность 

прохождения заявок в сети определяется вероятностями перехода 

заявок от одного узла к другому. 

 

 

 

2   2  

2   2  

 

3   3  

            

      3                                     3  

           

    000S    010S     001S             011S  

 

       1            1       1                  1  

          

    100S               110S     101S             111S  
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Рис. 1.20. Топология сети СМО 

 

Будем рассматривать пуассоновские сети СМО, т.е. из источника 

поступает пуассоновский поток заявок, а время обслуживания в каж-

дом узле i  распределено по экспоненциальному закону: 
t

ii
iet . 

СМО в каждом узле – одноканальная с бесконечной очередью. 

Для этого класса СМО выходной поток является пуассоновским (см. 

п.1.3.1).  

Учитывая свойства и операции с пуассоновскими потоками (су-

перпозиция потоков и их случайное просеивание), можно сделать 

вывод, что входной поток в СМО в каждом узле является пуассонов-

ским. 

Анализ сетей СМО заключается в расчете потоков заявок в каж-

дом узле. После чего рассчитываются характеристики СМО в каждом 

узле niWLWL qiqisisi ,,2,1,,,  , а затем характеристики сети СМО 

в целом: qqss WLWL ,,, . 

1.5.1. Ациклические сети СМО 

В ациклических сетях каждая заявка может посетить узел не более 

одного раза (заявка может посетить узел или нет). Это условие озна-

чает, что матрица переходов будет иметь следующий вид: 
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0000

000

00

0

:
34

2423

141312

P

PP

PPP

Pij . 

Рассчитаем величины входных потоков в каждый узел (нагрузку 

на СМО): 

.
1

0

1120022

0011

i

j
jii jP

PP

P

  

Характеристики каждого узла qiqisisi WLWL ,,,  рассчитываются 

как для одноканальной СМО: 

,;
11

n

i
qiq

n

i
sis LLLL  

n

i
siis WW

1

,  

где 

0

i
i  – вероятность посещения произвольной заявки СМО i . 

Среднее время ожидания заявок в очередях сети определяется 

также как среднее время пребывания в сети: 
n

i
qiiq WW

1

. 

Рассмотрим случай, когда имеется в сети не один, а несколько ис-

точников с входными пуассоновскими потоками mkk ,,2,1,0  . 

В этом случае должны быть также заданы матрицы вероятностей пе-

реходов между узлами для каждого из входных потоков 
k

ij
k P0 . 
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Тогда нагрузка на узел i  из всех источников будет определяться 

по формуле: 
m

k

k
ii

1

, 

где 
k

i – поток заявок в i - узел, поступающий из k - источника, ко-

торый рассчитывается на основании  
k

0  и 
k

ijP . 

Рассчитав i  и зная i , можно определить характеристики СМО i  

(каждого узла) qiqisisi WLWL ,,, .  

Расчет характеристик сети относительно каждого источника ве-

дется по следующим формулам: 
n

i
si

k
i

k
s WW

1

; 

n

i
qi

k
i

k
q WW

1

, где 
k

k
ik

i

0

; 

n

i i

k
i

si
k
s LL

1

; 

n

i i

k
i

qi
k
q LL

1

. 

Для определения sL  и qL  по всем источникам вместе 
k
sL  и 

k
qL  

суммируется, а время пребывания произвольной заявки  в сети рас-

сматривается по формуле: 
m

k

k
s

k

s WW
0 0

0
, где 

m

k

k

1
00 . 

Аналогично рассчитывается среднее время ожидания заявок во 

всех очередях сети: 
m

k

k
q

k

q WW
0 0

0
. 
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1.5.2. Циклические сети СМО 

В циклических сетях заявка может посетить один узел неодно-

кратно. Пример такой сети приведен на рис. 1.21. 

Для анализа циклических сетей совместим "выход" и "источник". 

Матрица переходов для циклических сетей ijP  произвольная. 

 

Рис. 1.21. Топология циклической сети СМО 

 

Рассматривая процесс перехода заявки от узла к узлу как марков-

ский процесс, рассчитаем предельные вероятности нахождения заяв-

ки в каждом узле. Для этого решим следующее векторное уравнение 

(см. раздел 1.3). 

.,,,

;

10 n

ij

PPPP

PPP


 

Отношение iP  к 0P  можно интерпретировать как частоту посеще-

ния заявки узла i  (СМО i ), вышедшей из источника: 

0P

Pi
i . 
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Тогда входной поток в узел i  будет определяться по формуле: 

0ii . 

Зная интенсивность обслуживания в каждом узле i , рассчитаем 

характеристики по каждому узлу qiqisisi WLWL ,,, . 

Расчет характеристик сети в целом ведется так же, как и в ацикли-

ческих сетях. 

.;

;;

11

11

n

i

qiiq

n

i

siis

n

i

qiq

n

i

sis

WWWW

LLLL

 

Анализ циклических сетей СМО с несколькими источниками про-

изводится аналогично ациклическим сетям. 

 

Пример расчета циклической сети СМО. 

Задана матрица переходов 

003,07,0

5,0005,0

7,03,000

05,05,00

:ijP . 

Входной поток 100  и интенсивности обслуживания заявок в 

узлах: 40,30,50 321 . 

Находим предельные вероятности, решая систему уравнений: 

320 7,05,0 PPP  

301 3,05,0 PPP  

213 5,07,0 PPP  

1
1

n

i
iP  

9

2
;

9

2
;

9

4
;

9

1
3210 PPPP . 
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Далее рассчитываем: 

2;2;4
0

3
3

0

2
2

0

1
1

P

P

P

P

P

P
. 

Входные потоки заявок на каждый узел будут равны: 

20;20;40 033022011 . 

Рассчитаем характеристики СМО в каждом узле: 

1
sL ; 

1
5,01

5,0
;2

3

2
13

2
;4

8,01

8,0
321 sss LLL ; 

i

si
si

L
W ; 

05,0
20

1
;1,0

20

2
;1,0

40

4
321 sss WWW . 

 

Интегральные характеристики по сети будут равны: 

.7,0205,021,041,0;7124 ss WL  

1.6. Непуассоновские СМО 

Для анализа непуассоновских СМО следует использовать имита-

ционное моделирование. Вопросы имитационного моделирования 

рассматриваются во множестве пособий и учебников, см., например, 

[4,5]. Вместе с тем, для некоторых классов непуассоновских СМО 

можно произвести аналитические расчеты характеристик.  Это СМО, 

в которых входной поток непуассоновский, или время обслуживания 

– не экспоненциальное распределение.  В данном разделе будут рас-

смотрены именно такие СМО. 
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1.6.1. Анализ непуассоновских СМО методом Эрланга 

Суть этого метода заключается в аппроксимации непуассоновско-

го потока потоком Эрланга k – го порядка. 

а) СМО с произвольным законом времени обслуживания 

Класс СМО 0,1),(, Nmte t
, где )(t  – произвольная 

функция распределения. 

Определив по )(t  математическое ожидание и дисперсию вре-

мени обслуживания )(t , аппроксимируем распределением Эрланга 

k–го порядка (см. раздел 1.2) 
tD

tM
k

2

. Вопросы анализа таких 

СМО рассмотрим последовательно по мере усложнения для Эрланга 

2-го, 3-го и т.д. порядка. 

Пусть время обслуживания распределено в соответствии с зако-

ном Эрланга 2-го порядка: 
ttet 2
 (т.е. в пуассоновском пото-

ке вычеркивается каждый второй элемент 2
э

). 

Процесс обслуживания будем представлять как последователь-

ность двух этапов, на каждом из которых обслуживание ведется по 

экспоненциальному закону с 
э

2 . 

Размеченный граф такой СМО приведен на рис. 1.22. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
Рис. 1.22. Размеченный граф  одноканальной СМО без очереди  

и временем обслуживания Эрланга 2-го порядка 

 

        

     00S         11S  

 

          
э

2  

            
э

2             

        12S  
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Состояния СМО: 00S  – в системе нет заявок; 11S  – в системе одна 

заявка и обслуживается на первом этапе; 12S  – в системе одна заявка 

и проходит второй этап обслуживания. 

Найдем предельные вероятности: 

1

;22

;
2

2

121100

12111211

0011э1100

PPP

PPPP

PPPP

ээ

э

 

э

э

ээ

+1
22

1
00

P ; 
)(2

1211

э

PP ; 

00эфф
P ; 

э

1211отк
PPP ; 

э

1211
PPLs ; 

ээфф

1s
s

L
W . 

Рассмотрим СМО, в которой t  – распределение Эрланга 

третьего порядка: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Рис. 1.23. Размеченный граф  СМО с временем обслуживания 

 Эрланга третьего порядка 

     

     00S    11S  

 

     э3  

       э3   12S  

 

     э3  

 12S  
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После решения системы уравнений получим предельные вероят-

ности: 

э

э

+
00P ; 

)(3
131211

э

PPP ; 

э

sL . 

Получаем те же самые формулы, что и для СМО с )(t  – Эрланга 

второго порядка. 

Следовательно, для одноканальных систем без очереди для закона 

Эрланга любого порядка получаем одни и те же формулы. 

Рассмотрим СМО с ограниченной очередью:   

3,1),(, Nte t
, где  

ttet э22)2()( э – распределение Эр-

ланга второго порядка. Размеченный граф такой СМО приведен на 

рис. 1.24: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.24. Размеченный граф  одноканальной СМО с ограниченной очередью и 

временем обслуживания Эрланга 2-го порядка 

 

Состояния системы: 

1iS  – число заявок в СМО – i, и заявка обслуживается на первом 

этапе; 

                   

     00S    11S          21S       31S   41S  

 

      э2        э2          э2    э2    э2    э2   э2    э2   

 12S          22S       32S   42S  
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2iS  – заявка проходит обслуживание на втором этапе. 

Если )(t  – закон Эрланга третьего порядка, т.е. 

te
t

t э2
2

3
э

2
)3()( , то надо добавить еще один ярус в размечен-

ный граф: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.25. Размеченный граф  одноканальной СМО с ограниченной     очередью и 

временем обслуживания Эрланга третьего порядка 

 

Не составляет трудностей построить размеченный граф и для мно-

гоканальных СМО для времени обслуживания распределенном по 

закону Эрланга k – порядка, чтобы получить предельные вероятности 

и затем характеристики СМО. 

 

б) СМО с произвольным входным потоком 

Класс СМО 0,1,, Nmetf t
, где )(tf – произвольное 

распределение. Аппроксимируем )(tf  распределением Эрланга k – 

го порядка. 

Рассмотрим сначала СМО, в которой 
ttetf э22

э)2()(  – рас-

пределение Эрланга второго порядка. 

                   

     00S    11S          21S       31S   41S  

 

      э3        э3      э3  э3       э3   э3      э3        э3   

 12S          22S       32S   42S  

 

                  э3             э3               э3             э3   

 13S          23S       33S   43S  
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В данных СМО интервал времени между заявками представим в 

виде двух этапов, каждый из которых распределен по экспоненци-

альному закону с э2 . Состояния системы будут иметь двойной 

индекс. 

1iS  – в системе i  заявок, и формирование заявки проходит пер-

вый этап. 

2iS  – формирование заявки проходит второй этап. 

Размеченный граф такой СМО приведен на рис. 1.26 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.26. Размеченный граф  одноканальной СМО без очереди  

с входным потоком Эрланга второго порядка 

 

Обозначим э  через  , получим систему уравнений: 

.
2

2
2)2(

22)2(

)2(2

4
22

2
2

11121112

120211

2
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11011101

PPPP
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Составим уравнение для нахождения P11: 

112110201 PPPP  

1
)2(2

4

2

2

2
1

2

11P  

1
)2(2

44)2()2(2 22

11P  

1
2

)2(2

22)2(
1111 PP  

2
11P . 

Остальные вероятности равны; 

)2(22
1101 PP  

22

2

02
)2(2

)4(

)2(2

4
P  

2

2

1112
)2(

2

2

2
PP . 

Определим характеристики СМО: 

э022эфф
P ; 

02

э

211 эфф

отк
PP ; 

 

0;1
qqs

WLW ; 

.
2

02
ý

ýôô PWL ss  
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Рассмотрим СМО, в которой входной поток – поток Эрланга 

третьего порядка 0,1,,
2

)2( 2
23

Nmee
t ttэ .  

Размеченный граф такой СМО приведен на рис. 1.27 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.27. Размеченный граф  СМО с входным потоком Эрланга третьего порядка 

 

Для определения характеристик такой СМО надо рассчитать пре-

дельные вероятности ijP , а затем qqss LWWL ,,, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1.28. Размеченный граф  одноканальной СМО с ограниченной 

очередью и входным потоком Эрланга второго порядка 
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Для СМО с ограниченной очередью строится граф увеличением 

числа состояний, как это делается для пуассоновских СМО. На рис. 

1.28 приведен граф для одноканальной СМО с входным потоком Эр-

ланга 2-го порядка и максимальной длиной очереди N=2. 

Чтобы определить характеристики СМО, необходимо рассчитать 

предельные вероятности ijP , а затем qqss LWWL ,,, .  

Нет принципиальных трудностей и для анализа СМО с входным 

потоком Эрланга k – го порядка. 

1.6.2. Анализ непуассоновских СМО методом вложенных        

цепей Маркова 

Анализ СМО с произвольным временем обслуживания 

Рассмотрим СМО класса Nmtt ,1,, . 

Будем называть момент выхода из системы обслуженной заявки 

моментом регенерации системы. 

Определим nq  – вероятность поступления ровно n  заявок в СМО 

между моментами регенерации. Искомая вероятность вычисляется по 

формуле: 

0

)(
!

)(
dtte

n

t
q t

n

n . 

Обозначим состояния СМО: nS  – в системе находится n  заявок.  

Матрица переходов из одного состояния в другое mnP  имеет 

вид: 
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0 1 2

0 0 1 2

1 0 1 2

2 0 1

1

0

... ... ... ...

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

n

n

n

mn

n m

m

S S S S

S q q q q

S q q q q

P S q q

q
S

 

Отметим, что 1
0n

nq . 

Строка 0S  матрицы совпадает со строкой 1S , потому что рас-

сматривается интервал между моментами регенерации (моментами 

выхода заявки из СМО). Эти интервалы не отличаются, была ли в 

СМО одна заявка в предыдущий момент регенерации (она находи-

лась на обслуживании)  или заявок в СМО вообще не было. 

Составим систему уравнений для нахождения предельных вероят-

ностей. 

0 0 0 1 0

1 0 1 1 1 2 0

1

0 1
0

, ( 0,1,2,...)
n

n n i n i
i

P Pq Pq

P Pq Pq Pq

P Pq Pq n

 

Используем Z–преобразование для определения характеристик 

СМО (основные положения Z–преобразования приведены в прило-

жении 3): 

0

)(
n

n
nzPzP ; 
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0

1

0
1

)(

0
0

0

)(
n

n

i
ini

n

zQP

n
n

n qPzqPzzP


.                   (1.43) 

Преобразуем второе слагаемое: 

0

1

0
1

1

0

1

0
1

1

n

n

i
ini

n

n

n

i
ini

n qPz
z

qPz . 

Сделаем замену kn 1 : 
k

i
kiki

k

k
k

i
iki

k

k qPqPz
z

qPz
z 0

0
001

11
. 

)(
1

)()(
111

0
0

0
00

zQP
z

zQzP
z

qzP
z

qPz
z k

k
k

k

i
iki

k

k
. (1.44) 

Выражение (1.44) можно также получить, используя свойство Z–

преобразования: 

))((
1

0
0

1 PzP
z

Pz
n

nn . 

Подставляя (1.44) в (1.43), получим: 

)(
1

)()(
1

)()( 00 zQP
z

zQzP
z

zQPzP . 

Откуда 

)(

)1)((

)(
1

1

)
1

1)((
)( 0

0

zQz

zzQP

zQ
z

z
zQP

zP .                     (1.45) 

Рассмотрим подробнее zQ : 

0 00

)(
!

)(
)(

k

t
k

k

k
k

k dtte
k

t
zqzzQ ; 

0 0

)(
!

)(
)( dtte

k

tz
zQ t

k

k

; 
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0

)1( )()( dttezQ zt
; 

0

)1( )()( dtttezQ zt
z ; 

0

)()()1( tMdtttQz ;  (1.46) 

0

)1(22 )()( dttetzQ zt
z ; 

)()()()1( 2222 tMtDtMQz .   (1.47) 

Чтобы определить 0P   в (1.45), надо использовать свойство Z–

преобразования: 

1
1z

zP . 

При подстановке в (1.45) 1z  получим неопределенность. При-

меним правило Лапиталя для нахождения предела )(lim
1

zP
z

. 

Берем производную числителя и знаменателя: 

1
)1(1

)1(

)(1

)()1(
lim)(lim 000

11
zz

z

zz Q

QP

zQ

zQPzQP
zP . 

Учитывая (4) и тот факт, что 1)1(Q , получим: 

1
)(1

0

tM

P
. 

Откуда 

)(10 tMP .       (1.48) 

Для существования установившегося режима в СМО (чтобы оче-

редь не росла до бесконечности) необходимо, чтобы 1tM . 

Получим выражение для определения sL . Для этого возьмем про-

изводную от zP : 
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20
)(

))1)(())(1()()()1(
)(

zQz

zzQzQzQzzQzQ
PzPL z

zs
. 

После преобразования получим: 

20
))((

)1)()(()1(
)(

zQz

zQzQQzz
PzP z

z . 

Среднее число заявок в СМО равно: 

21
0

))((

)1)()(()1(
lim)1(

zQz

zQzQQzz
PPL z

z
zs . 

Чтобы разрешить неопределенность, воспользуемся правилом Ла-

питаля: 


0

)1())((2

)(22)(
lim

2

1
0

P

z

zz

z
s

QzQz

zQQQzzzQ
PL ; 

]
))((2

))((
[lim

2

1 zQz

zzzQ
QL z

z
s . 

Чтобы вновь снять неопределенность, еще раз воспользуемся пра-

вилом Лапиталя: 

)1(2

)12()(
limlim

2)3(

11
z

zz

z
z

z
s

Q

zQzzQ
QL ; 

))1(1(2

)1(
)1(

z

z
zs

Q

Q
QL .                             (1.49) 

После подстановки в (1.49) выражения (1.46) и (1.47), получим: 

))(1(2

))()((
)(

22

tM

tMtD
tMLs

  ,                     (1.50) 

которая носит имя формулы Хинчина –Поллачека. 

эфф
; ss LW ; tMWW sq ; 

qq WL
))(1(2

)]()([ 22

tM

tMtD
Lq . 
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Примеры анализа СМО методом вложенных цепей Маркова 

Пример 1. Пусть 
tet , тогда: 1tM  и 

21tD . 

При подстановке математического ожидания и дисперсии в фор-

мулу Хинчина–Поллачека получаем ту же формулу sL , которая была 

получена в п. 1.4.1 для пуассоновских систем: 

2

2 2 2

1 1

1 12(1 )
sL . 

Пример 2. Пусть T  – время обслуживания – постоянная величина, 

т.е. 0, tDTtM . После подстановки в формулу Хинчина–

Поллачека получим выражение для sL : 

)1(2

22

T

T
TLs . 

 

СМО с произвольным входным потоком 

Класс СМО nmetf t ,1,, . 

В этом случае моменты регенерации системы – моменты поступ-

ления заявок в СМО. 

Матрица переходов из одного состояния в другое knd  имеет вид: 
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где 0d  – вероятность того, что между моментами регенерации СМО 

будет обслужено 0 заявок; nd  – вероятность того, что между момен-

тами регенерации СМО будет обслужено ровно n  заявок, которая 

определяется по формуле: 

0

)(
!

)(
dttfe

n

t
d n

n

n . 

Вероятности kh  вычисляются из условия, что сумма вероятностей 

по каждой строке равна единице: 

0

1
k

k n
n

h d . 

Предельные вероятности найдем из уравнения kndPP : 

1
0

2 1
0

1
0

k k
k

k k
k

n k n k
k

P P d

P P d

P P d

 

Будем находить решение системы уравнений в виде: 
n

n BxP , где 10 x , а B  – постоянный коэффициент. 

0

1

k

k
nkn dBxBx ( ,2,1n ) 

0k
k

kdxx . 
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При )1;0(x  это уравнение имеет единственное решение 0x , по-

кажем это (рис. 1.29). Введем обозначение 
0

)(
k

k
kdxxD : 

00 0dD ;     
1

1 0
k

k
k

x dkxD ; 

0)1(
1

2

k
k

k
x dxkkD . 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 1.29. График функции xD  

 

Так как 0xD   и  0xD , то функция xD  – выпуклая и моно-

тонно – возрастающая. Чтобы 0x  было единственным решением, не-

обходимо, чтобы 1)1(D . 
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Значит, 0x  существует, если 1tM . 

Решая уравнение xDx , находим 0x . Для определения коэф-

фициента В воспользуемся соотношением 
0

1
n

nP : 

0

0 1
n

n
xB ; 

1
1

1

0x
B ; 

01 xB . 

Таким образом, 
n

n xxP 001 . 

Определим характеристики СМО: 

0n
ns nPL ; 

0 0

1
00000 )1()1(

n n

nn
s nxxxxxnL ; 

2
00

00
)1(

1
)()(
0 x

xxF
n

x
n

; 

0

0

1 x

x
Ls ; 

)(tMLW ss ; 

1sq WW ; 

)(

1

)( tM
L

tM

W
L s

q

q . 

 

Примеры анализа СМО методом вложенных цепей Маркова 

Пример 1.Пусть входной поток – пуассоновский, т.е. 
tetf .

 

Составим уравнение для определения 0x : xxD ; 
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0 0 0 !

)(

k k

t
tk

k
k

k dte
k

et
xdxxD ; 

0

)()( dtexD xt ( )

0

t xe
x x

. 

Решаем уравнение  

2 ( ) 0x x x
x

. 

Решением данного уравнения будет 0x ; 
1

sL , т.е. 

получаем ту же формулу sL , которая была получена в п. 1.4.1 для 

пуассоновских систем. 
Пример 2. Пусть входной поток в СМО – регулярный, т.е. интер-

вал между поступлениями заявок constT . 

Составляем уравнение для 0x : xxD  

)1(

0

ee
!

)(
)( xT

k

T
k

k

k

T
xxD ; 

xxT )1(e . 

Находим 0x  из полученного уравнения. 

0

0

1 x

x
Ls ; TLW ss ; 

1
sq WW ; 

T
LL sq

1
. 

1.7. СМО с приоритетами 

В данном классе СМО на вход поступают несколько потоков зая-

вок разного приоритета. Обозначим эти потоки через 

)...,,2,1( nii , где i – приоритет. Будем считать, что поток 1  

имеет самый высокий приоритет, а n  – самый низкий. 
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1.7.1. Одноканальные СМО с приоритетами 

Класс СМО PRIORmte i

t

i
i ,,1),(, , где )(ti  – плотность 

функции распределения времени обслуживания заявок i-го приорите-

та (произвольный закон). 

    Суммарный поток заявок в СМО равен: 
n

i

i

1

, i
iP  – веро-

ятность того, что на входе СМО поступает заявка i-го приоритета. 

Получим плотность функции распределения времени обслуживания 

произвольной заявки входного потока: i
n

i

i tt
1

)()( . 

Математическое ожидание времени обслуживания: 

)(
1

)()(
10

tMdttttM i

n

i
iii ; 

для дисперсии: )()()( 22 tMtMtD iii , 

)(
1

)(
1

)( 2

10 1

22 tMdttttM
n

i

ii

n

i

, 

)]()([
1

)( 22

1

tMtMtD ii

n

i

i . 

Можно также записать:  

)]()([
1

)()()( 2

1

22 tMtDtMtDtM ii

n

i

i . 

Рассмотрим задачу определения характеристик обслуживания зая-

вок k-го приоритета.  

Время ожидания в очереди заявки k-го приоритета будет опреде-

ляться выражением (рис 1.30): 
k

i

k

i
iiii

k qnqn
1

1

1
0ож

,       (1.51) 
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где 0  – время до окончания обслуживания заявки, находящейся на 

обслуживании в момент поступления заявки k-го приоритета, in  – 

заявки более высокого приоритета, которые надо пропустить на об-

служивание, iq  – время обслуживания заявок i-го приоритета. 

 

  1                             1n     1n  

   
  2                              2n         2n  

 

    :                                                     канал                           in  

                                                      обслуживания 

  i                              in    in  

 

  : 

 
   n                              nn    nn  

 

Рис. 1.30. Схема функционирования СМО с приоритетами 

 

in  – число заявок в очереди в момент поступления заявки k-го 

приоритета, in  – число заявок, поступивших в систему за время 

ожидания в очереди заявок k-го приоритета. 

Сумма 
1

1

k

i

iiqn  учитывает тот факт, что надо пропустить на об-

служивание заявки более высокого приоритета, которые придут за 

время ожидания в очереди. 

Определим математическое ожидание от (1.51): 
k

i

k

i
iiii

k qMnMqMnMMM
1

1

1
0 )()()()()()(

ож
. (1.52) 
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)(
ож

kM  есть не что иное, как среднее время ожидания заявок k-го 

приоритета 
kqW . 

)( inM  – среднее число заявок в очереди заявок i-го приоритета: 

ii qiqi WLnM )( . 

)( iqM  – среднее время обслуживания заявок i-го приоритета: 

)()( tMqM ii . 

Следовательно, 

)()()( tMWqMnM iiqii i
. 

Обозначим через )(tMiii , тогда: 

iqiii WqMnM )()( . 

)( inM  – среднее число заявок i-го приоритета, поступивших за 

время ожидания в очереди заявки k-го приоритета. Очевидно, что 

kqii WnM )( , а 
kk qiiqiii WtMWqMnM )()()( . 

Перепишем (2) с учетом полученных выражений: 
1

1 1

0)(
k

i

k

i

iqqiq kik
WWMW          (1.53)   

(последнее слагаемое из первой суммы 
kqW перенесли во вторую 

сумму) или 

k

i

i

k

i

qi

q

i

k

WM

W

1

1

1

0

1

)(

.        (1.54) 

Рассмотрим, как это выражение переписывается для разных при-

оритетов: 

1

0

1

)(
1

M
Wq , 
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)1)(1(

)(

1

1

)(
)(

211

0

21

1

0
10

2

M

M
M

Wq , 

 

321

211

0
2

1

0
10

1

)1)(1(

)(

1

)(
)(

3

MM
M

Wq  

)1)(1(

)(

32121

0M
. 

В общем случае 
k

i

i

k

i

i

q

M
W

k

1

1

1

0

11

)(
 (k = 2, 3, ...). 

Обозначим 
k

i

i

1

 через kS , тогда: 

1

0

1

)(
1 S

M
Wq ,            (1.55) 

kk

q
SS

M
W

k 11

)(

1

0  (k = 2, 3, ...).          (1.56) 

Остановимся на вопросе определения )( 0M . 

Рассмотрим СМО без приоритетов. В этом случае выражение 

(1.51) принимает вид: 
n

i
iiqn

1
0ож , 

а выражение (1.53)  
n

i

iqq WMW
1

0)( . 

Откуда получим выражение для qW :  
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n

i
i

q

M
W

1

0

1

)(
.          (1.57) 

В СМО без приоритетов в соответствии с формулой (1.50) Хинчи-

на−Поллачека: 

)](1[2

)(

)](1[2

)]()([ 22

tM

tM

tM

tMtD
Wq .            (1.58) 

Напомним,  что для произвольно выбранной  заявки в СМО с при-

оритетами: 
n

i

i

n

i

ii tM

tM 11

)(

)( ,          (1.59) 

n

i

iii

n

i

ii

tMtD

tM

tM
1

1

2

2 )]()([
1

)(

)( .      (1.60) 

Выражение (1.58) с учетом (1.59) и (1.60) имеет вид: 

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

i

n

i

i

q

tMtDtMtD

W

ii

1

1

2

1

2

1

12

)]()([

1
12

)]()([

.      (1.61) 

Если сравнить (1.57) и (1.61), то получаем: 
n

i

iii tMtDM
1

2
0 )]()([

2

1
)( ,        (1.62) 

а выражение (1.56) примет вид: 

kk

q
SS

M
W

k 11

)(

1

0 , 

где 
k

i

ikS
1

, )(tMiii . 
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Для определения остальных характеристик используем формулы 

Литтла: 

kk qkq WL ,  )(tMWW kqs kk
,  kqsks kkk

LWL . 

 

Пример расчета одноканальной СМО с приоритетами 
Задана СМО, в которую поступают заявки трех приоритетов с ин-

тенсивностями 51  , 22
, 13 . Время обслуживания зая-

вок − постоянные величины и равны 1011T  − для потока пер-

вого приоритета, 812T  − для второго приоритета и 813T  − для 

третьего. Так как времена облуживания – постоянные величины, то 

01D , 02D  и 03D . 

Сначала рассчитаем 321 ,, : 

8

1

8

1
1;

4

1

8

1
2;

2

1

10

1
5 321 . 

Далее вычислим kS : 

8

7
;

4

3

2

1

4

1
;

2

1
321

SSS . 

Отметим, что 
3

S  должна быть меньше 1. 

Определим )( 0M : 

40

31
8118121015

2

1
)(

222

0M . 

Переходим к расчету 
kqW : 

320

31

)211(640

31
1qW , 

80

31

)431)(211(640

31
2qW , 

20

31

)871)(431(640

31
3qW ; 

64

31

320

31
5

1qL , 
40

31

80

31
2

2qL , 
20

31

20

31
1

3qL . 
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kqL  – средняя длина очереди заявок k-го приоритета. 

320

63

10

1

320

31
1s

W , 
80

41

8

1

80

31
2s

W , 
40

67

8

1

20

31
3s

W ; 

2

1

64

63

2

1

64

31
11s

L , 
4

1

40

41

4

1

40

31
22s

L , 

8

1

40

67

8

1

20

31
33s

L . 

1.7.2. Многоканальные СМО с приоритетами 

Класс СМО PRIORmee t

i

t

i
ii ,,1,, . 

Потоки заявок всех приоритетов – пуассоновские, время обслужи-

вания распределено по экспоненциальному закону. Интенсивность 

обслуживания произвольной заявки определяется по формуле: 
n

i

ii

1 . 

Введем обозначения: 
m
i

i
i

i
i ; . 

Как и в одноканальной СМО с приоритетами, в данной СМО вре-

мя ожидания в очереди заявки k-го приоритета равно (см. формулу 

(1.51)): 
k

i

k

i
iiii

k qnqn
1

1

1
0ож

. 

Проделав выкладки, как и для одноканальной СМО, получим: 

kk

q
SS

M
W

k 11

)(

1

0 ,               (1.63) 

где 

k

i
ikS

1

. 
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Чтобы определить )( 0M , рассмотрим СМО без приоритетов: 

n

i
i

n

i
i

q

m

MmM
W

1

0

1

0 )(

1

)(
.      (1.64) 

Среднее время ожидания заявок в очереди для СМО без приорите-

тов определяется по формуле (см. п. 4.1.2): 

2)1(!
0

m

P
W

m

q ,                            (1.65) 

где 

1
1

0 1

1

!!
0

mk
P

mm

k

k

. 

Приравнивая (1.64) и (1.65), получим: 
2)-(1m!1

)(
00

mPM
. 

В результате получаем: 
)-(1m!

)( 0

0

mP
M . 

Если использовать замену 
m

, то получим: 

)-(m1)!-m(
)(

1
0

0

mP
M , 

а 
kqW  вычислим по формуле (1.63). 

Далее, используя формулы Литтла, определим: 

kk qkq WL , 
k

qs kk
WW

1
, kqsks kkk

LWL . 

1.8. Оптимизация параметров СМО 

При проектировании или совершенствовании СМО возникает за-

дача оптимизации ее параметров. От качества обслуживания зависят 

затраты на СМО и потери в СМО. 
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потери от низкого                    затраты на  

уровня         функционирование  

обслуживания        СМО 

 

 

 

 

 
оптимальный уровень                 качество  

качества   обслуживания 
Рис. 1.31. Определение оптимального уровня качества СМО 

 

Ставится задача определения оптимального уровня качества об-

служивания. Можно сформулировать большое число задач оптими-

зации СМО, формируя различные целевые функции. В данном разде-

ле в качестве примеров рассмотрено несколько постановок таких за-

дач. 

Задача оптимальной интенсивности обслуживания                    

в одноканальной СМО с бесконечной очередью 

Класс СМО ,1,, mee tt
. 

21)( CLCF s  – целевая функция, где 1C  – потери в единицу 

времени от пребывания заявки в СМО, 2C  – затраты в единицу вре-

мени при увеличении интенсивности обслуживания на единицу. 

С учетом того, что 
1

sL , получим целевую функ-

цию: 1 2( )F C C . Для определения минимума целевой 

функции найдем производную: 

1
22

0
( )

C
F C . 

Искомая оптимальная интенсивность находится из уравнения: 
2

21 )(CC , 
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2

1
опт

C

C
. 

Задача оптимальной интенсивности в одноканальной СМО 

без очереди 

23 отк
)( CCF  – целевая функция, где 3C  – потери от отка-

за в обслуживании (доходы от обслуживания одной заявки), 2C  – 

затраты в единицу времени при увеличении интенсивности обслужи-

вания на единицу (то же, что в предыдущей задаче). 

Поскольку 
отк

P ,  
откотк

P , то 

2

2

3)( CCF , 

0
)(

22

2
3 C

C
F , 

откуда получим: 

2

3
опт

C

C
. 

 

Задачи оптимизации параметров многоканальной СМО  

Класс СМО ,1,, mee tt
. 

Определение оптимального числа каналов. Сформируем целевую 

функцию: mCLCmF s 41)( , где 4C  – затраты в единицу времени 

на функционирование одного канала, 1C – то же, что в задачах опти-

мальной интенсивности, рассмотренных выше. В данном классе 

СМО не удается аналитически определить оптимальное число кана-

лов. Поэтому необходимо построить зависимость )(mF  используя 
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аппарат анализа многоканальных СМО (см. п. 1.4.2) и по )(mF  оп-

ределить оптимальное число каналов. 
 

Класс СМО Nmee tt ,1,, . 

Определение оптимального числа мест в очереди 

Для данного класса СМО целевая функция имеет вид: 

NCPCLCNF s 531 отк
)( , где 5C  – затраты в единицу време-

ни на поддержание одного места в очереди, 1C , 3C  – те же коэффи-

циенты, что в задачах оптимальной интенсивности в одноканальной 

СМО. В этой задаче тоже не удается аналитически определить опти-

мальное число каналов. Поэтому необходимо построить зависимость 

)(NF  и определить оптимальное число мест в очереди. 

Задачи оптимизации СМО по нескольким параметрам 

Класс СМО Nmee tt ,1,, . 

Рассмотрим задачу определения оптимального количества кана-

лов  m и числа мест в очереди N   в многоканальных СМО. 

Целевая функция имеет вид: 

NCPCmCLCmNF s 5341 отк
),( , где коэффициенты 

5431 ,,, CCCC  интерпретированы в ранее рассмотренных задачах. 

Для нахождения оптимальных значений m и N следует использовать 

методы поиска экстремума. Если целевая функция не унимодальна, 

то следует использовать методы поиска глобального экстремума. 

На практике ставятся задачи оптимизации параметров не отдель-

ной СМО, а сети СМО. Принципиально их постановка не отличается 

от задач оптимизации СМО. 

      

     Вопросы и задачи  

1. Для каких классов СМО справедливы формулы Литтла? 

2. Информационная система технологии "клиент-сервер" об-

служивает клиентов. Поток запросов в систему пуассоновский, ин-

тенсивностью 20/мин. Время обработки запроса сервером (поиск и 
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передача по каналам связи) распределено по экспоненциальному за-

кону. Интенсивность обработки сервером запросов равна 30/мин. 

Определить: а) какую часть времени сервер простаивает; 

б) среднее время реакции (время ответа) информационной системы.          

3. В парикмахерской клиентов обслуживают 4 мастера. Время 

обслуживания распределено по экспоненциальному закону. Среднее 

время обслуживания одного клиента 30/мин. Поток клиентов пуассо-

новский – 6 чел./ч. 

Определить: а) среднее число клиентов в очереди; б) среднее 

число занятых мастеров; в) среднее время нахождения клиента в па-

рикмахерской, включая ожидание в очереди. 

4. Установка  состоит из трех узлов.  Поток отказов каждого  из 

узлов  пуассоновский с интенсивностью 2/ч.  Среднее  время ремонта  

одного  узла − 10 мин.,  время  ремонта  распределено по экспонен-

циальному закону. 

  Найти  среднюю производительность установки,  если при  трех 

исправных блоках ее производительность составляет 100 %, при двух 

исправных − 70 %, а при одном исправном − 50 %. 

5. Имеется   одноканальная   СМО  с  отказами  с   входным пуас-

соновским  потоком интенсивностью 6/ч,  время обслуживания  под-

чинено  распределению  Эрланга   третьего порядка. Среднее время 

обслуживания 15 мин. 

Определить  вероятность  отказа, среднее число заявок в системе. 

6. Два  подъемных крана обслуживают 3  грузовых  автомобиля. 

Интервал   времени  между  поступлениями  каждого  автомобиля   

на погрузку  распределен  экспоненциально со средним значением  

20 мин. Время загрузки автомобиля подъемным краном также рас-

пределено экспоненциально со средним 12 мин. 

 Вычислить  часть времени,  в течение которого оба  подъемных 

крана простаивают. Определите среднее число автомобилей, ожи-

дающих очереди. 

7. Производственно-технологический процесс состоит  из  четы-

рех последовательных технологических узлов. На вход процесса по-

ступают детали на обработку в соответствии с  пуассоновским рас-

пределением с  интенсивностью  4 детали в час.  В каждом узле вре-

мя обработки распределено по экспоненциальному закону со  сред-
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ним  временем  12 мин.  в первом узле, 15 мин. во втором, 12 мин. в 

третьем, 15 мин. в четвертом. После обработки в каждом узле осуще-

ствляется контроль качества детали:  доля качественных деталей на 

выходе первого узла равна 80 %, на выходе второго узла − 80 %, на 

выходе третьего узла − 80 %, на выходе четвертого узла − 90 %. 

 Определить    долю   брака   после   обработки   по    всему тех-

нологическому процессу, среднее время обработки детали по всему 

процессу;   среднее  число  деталей,  находящихся  в  очередях  на 

обработку. 

8. Задана  циклическая  пуассоновская сеть СМО.  Входной  по-

ток   интенсивностью − 10  заявок/ч,  интенсивность обслуживания  

в  СМО1 − 20  заявок/ч,  в СМО2 − 16  заявок/ч,  в СМО3 – 18 зая-

вок/ч. 

          

 

    0,3 

              0,4 

                                                                  0,5 

 

           

 

 

Определить: а) среднее время пребывания заявок в сети; б) сред-

нее число  заявок в  сети СМО; в) среднее число заявок,  ожидающих 

обслуживания  в очередях сети СМО. 

9. Имеется трехканальная СМО с неограниченной очередью: 

входной поток  пуассоновский с интенсивностью  12  заявок/ч,  время 

обслуживания  распределено  по экспоненциальному  закону.  Сред-

нее время обслуживания одной заявки одним аппаратом − 10 мин. 

Выгодно ли с точки зрения  среднего числа заявок в системе     

вводить   взаимопомощь  между  аппаратами  и  с   какой дисципли-

ной     взаимопомощи? 

10. На  стоянке  автомобилей  имеется  5 мест.  Автомобили пре-

бывают на стоянку в соответствии с пуассоновским распределением 

с   интенсивностью  10   автомобилей  в  час.   Продолжительность 

Источник 

заявок 

СМО1 

СМО2 СМО3 

Выход 

из сети 
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пребывания автомобилей на стоянке распределена экспоненциально  

со средним значением 30 мин. 

Вычислить: а) среднее число свободных мест на стоянке;                      

б) вероятность того,  что автомобиль найдет на стоянке свободное 

место; в) эффективную  частоту  прибытия автомобилей  на стоянку. 

11.   В  СМО  поступают заявки трех категорий.  К  первой кате-

гории относятся заявки,  характеризующиеся высшим приоритетом, 

которые принимаются к исполнению первыми. Заявки третьей кате-

гории принимаются  к  исполнению в том случае,  если отсутствуют  

заявки первой  и  второй категорий.  Выполнение  заявок  не  преры-

вается. Заявки первой, второй и третьей категорий поступают в соот-

ветствии  с пуассоновским законом с частотами 5,  10,  5  заявок в 

час. Интенсивность  выполнения заявок фиксирована и равна: 20  

заявок для первой категории,  30  заявок для второй  категории,  30 

заявок  для третьей категории. 

Вычислить  для каждой из трех категорий заявок среднее время 

ожидания в очереди, среднее число заявок в очереди. Определить  

среднее  время ожидания  в  очереди  произвольно выбранной заявки, 

среднее число заявок, находящихся в системе.  

12. В цехе  работают  три станка.  С частотой 3 раза в смену (за 

8 ч) производится переналадка станков,  время между сроками пере-

наладки распределено по экспоненциальному закону. Бригада налад-

чиков обслуживает станки в соответствии с  экспоненциальным  рас-

пределением со средним 20 мин. 

 Определить:  а) часть времени, которую бригада наладчиков 

простаивает;  б) часть времени, которую все станки простаивают. 

13. В автомойке работают три мастера. Мест для стоянки машин 

нет (очереди не может быть).   Входной   поток     пуассоновский   с  

интенсивностью  10   машин  в  час,   время обслуживания  распреде-

лено по  экспоненциальному  закону,  среднее время обслуживания 

одной машины одним мастером – 15 мин. 

Определите, выгодно ли с точки зрения увеличения среднего  

числа    обслуженных машин в час вводить взаимопомощь между 

ними и с какой дисциплиной взаимопомощи?  

14. Информационная система технологии "клиент-сервер" обслу-

живает клиентов. Поток запросов в систему пуассоновский, интен-
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сивностью 1500/ч. Время обработки запроса сервером (поиск и пере-

дача по каналам связи) распределено по экспоненциальному закону.  

Какова должна быть интенсивность обработки запросов, чтобы 

время реакции информационной системы была не более двух сек.? 
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2. ТЕОРИЯ ИГР 
 

В данном разделе рассматриваются элементы теории игр, связан-

ные с анализом конфликтных ситуаций, когда есть соперничество 

(конкуренция) участников. Примерами таких задач является конку-

ренция фирм за рынки сбыта. 

Другой постановкой является задача выбора партнеров для совме-

стной деятельности, анализ и решение этой задачи относится к коа-

лиционным играм. В этих задачах решается вопрос на основе анализа 

ситуации выбора потенциальных партнеров для решения общих про-

блем. 

Имеются и другие постановки задач в теории игр [6]. 

2.1. Основные понятия теории игр 

Пусть DBA ,,  – участники игры. 

Каждый участник имеет в своем распоряжении множество чистых 

стратегий (возможных ходов в этой игре):  

},...,{: 21 naaa SSSA  или ),...,2,1(}{ niSia ; 

),...,2,1(}{: mjSB jb ; 

),...,2,1(}{: lkSD kd . 

Исход – сочетание kdjbia SSS ,,  (когда A  выбирает одну чистую 

стратегию, B  – другую, а D  – третью). 

Каждый из исходов характеризуется полезностью (выигрышем) 

для каждого участника: 

ijka – полезность исхода для участника A ; 

ijkb  – для участника B ; 

ijkc  – для участника D . 

Решить задачу – значит найти оптимальную стратегию выбора 

стратегий для участников. Возможные критерии оптимальности: 

– справедливость; 

– устойчивость (устраивает всех участников). 
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Классификация игр 

Если для всех участников существует конечное число чистых 

стратегий  ),...,2,1( niSia , ),...,2,1( mjS jb , где n  и m  конеч-

ны, то такие игры являются  конечными. 

Игры с двумя участниками A  и .B  Если ,ijij ab  то эти игры 

называются антагонистическими (выигрыш одного влечет проиг-

рыш другого). В этом случае достаточно задать только одну матрицу 

ija , поэтому такие игры называются матричными. В общем случае 

игры с двумя участниками называются биматричными. 

Если для каждого участника существует только две стратегии, то 

такие игры называются диадическими. 

2.2. Матричные игры с седловой точкой 

Пусть задана для участника A  матрица выигрышей aij , которую 

называют платежной матрицей.  

Рассмотрим решение матричных игр данного класса на следую-

щем примере: 

211481616max

5435162

131313696

821981011

2281472216

min

4

3

2

1

54321

ij
i

a

a

a

a

ij
j

bbbbb

a

S

S

S

S

aSSSSS

 

       

Определение 1 (доминирующая стратегия). Если для двух страте-

гий iaS  и kaS  выполняется условие ),...,2,1( mjaa kjij , и суще-
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ствует хотя бы одна стратегия sbS  такая, что ksis aa , тогда iaS  яв-

ляется доминирующей стратегией по отношению к kaS , а чистая 

стратегия kaS – доминируемой стратегией. 

Если для пары стратегий jbS  и lbS  ilij aa  ),...,2,1( ni , и су-

ществует saS  такая, что slsj aa , тогда jS  – доминирующая по от-

ношению к lS , а lS  – доминируемая стратегия. 

Доминируемые стратегии можно исключить из матрицы ija , так 

как оптимального решения среди них не будет. 

Выбираем оптимальную стратегию 
*
2aS  для участника А по прин-

ципу:  

ij
ji

aminmax .  

Величина  определяет нижнюю цену игры. Выбор стратегии по 

этому принципу гарантирует, что выигрыш будет не меньше, чем . 

Для участника B оптимальная стратегия 
*
2aS  определяется по 

принципу: ij
ij

amaxmin – верхняя цена игры. 

Игры, у которых , называются играми с седловой точкой. 

Отметим, что всегда . Действительно, пусть ika  и 

sja : 

sjsk

ijik

ij

aa

aa

a

...

..

..

..

...

:  

ijik aa , так как ika  – минимальное в строке i ; ij sja a , так как sja  

– максимальное в столбце j , откуда следует, что  sjik aa . 
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Может быть несколько седловых точек, тогда цена игры во всех 

этих точках одинакова: , где  – цена игры. 

Пусть существуют две седловые точки sjik aa , . Из условий опре-

деления седловых точек следует:  

                  ; ; ;ik ij ij sj ik sk sk sja a a a a a a a .  

Все эти нестрогие неравенства выполняются только в случае, ко-

гда все 4 числа равны: sjskijik aaaa . 

2.3. Матричные игры без седловой точки 

В данном классе игр нижняя цена игры строго меньше верхней 

. 

Введем понятие смешанной стратегии. Смешанная стратегия – 

комбинация чистых стратегий с вероятностями выбора iaP : 

},...,,{ 21 naaaa PPPS ;     
n

i
iaP

1

1. 

Оптимальная смешанная стратегия: }{ **
iaa PS . 

Для любой матрицы ija  можно определить оптимальную  сме-

шанную стратегию: },{},{ ****
jbbiaa PSPS  такую, что выигрыш уча-

стника A , определяемый в соответствии с выражением:  
n

i

m

j
jbiaijA PPaa

1 1

**
, 

будет в интервале ,  (для участника B  это проигрыш Ba ). 

Теорема о минимаксе. В матричной игре без седловой точки 

)(  существует точка равновесия такая, что выигрыш участника 

A  находится в интервале Aa , и оптимальные решения для 

участников находятся из условий: 

для A  – }{ *
iaP  из условия 

n

i
iaij

j
Pa

1

minmax , 
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для B  – }{ *
jbP  из условия 

m

j
jbij

i
Pa

1

maxmin , 

BA aa  – цена игры. 

Доказательство теоремы будет рассмотрено далее. 

 

Определение 2 (активные стратегии). Активные стратегии для 

участника A– это те стратегии из множества  чистых 

),...,2,1( niSia , для которых 0*
iaP . 

Утверждение 1. Если участник A  придерживается оптимальной 

смешанной стратегии, то его выигрыш не зависит от стратегии уча-

стника B  в пределах активных стратегий участника B . 

Доказательство. Пусть участник A  придерживается оптималь-

ной смешанной стратегии, а B  – произвольной смешанной. Тогда 

выигрыш участника равен: 
m

j

n

i

m

j

n

i
iaijjbjbiaijA PaPPPa

1 1 1 1

**
. 

Пусть 
m

j
iaijj Pa

1

*
 – выигрыш участника A , если участник B  

придерживается чистой стратегии jbS , и одновременно j  – проиг-

рыш для участника B , тогда    
m

j
jbjA P

1

.              (2.1) 

Поскольку чистая стратегия jbS  не является оптимальной страте-

гией для участника B , то mjj ,...,2,1, , где  – цена игры. 

Запишем (2.1) с учетом этого неравенства: 
m

j

m

j

m

j
jbjbjbjA PPP

1 1 1

. 
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С учетом, что ,1
1

m

j
jbP  получаем нестрогое неравенство 

a . Но так как участник B осуществляет выбор на множестве 

активных стратегий, а 
*

iaP  – оптимальная стратегия для A, то a  не 

может быть больше . Следовательно a . 

2.3.1. Решение матричных игр 2 2 

Каждый из участников имеет по две чистые стратегии. Матрица 

выигрышей для A имеет вид: 

2221

1211

aa

aa
aij . 

Элементы матрицы таковы, что , т.е. седловой точки нет. 

В качестве решения игры необходимо получить смешанные стра-

тегии },{},,{ *
2

*
1

*
2

*
1 bbaa PPPP . 

На основе доказанного выше утверждения для оптимальной стра-

тегии участника A  будет выполняться следующее тождество: 

22
*
212

*
121

*
211

*
1 aPaPaPaP aaaa . 

Учитывая, что 
*

1
*
2 1 aa PP : 

22
*

112
*

121
*

111
*

1 )1()1( aPaPaPaP aaaa . 

Откуда получим 

21121122

2122*
1

aaaa

aa
Pa ,                    (2.2) 

     
21121122

1211*
1

*
2 1

aaaa

aa
PP aa .                 (2.3) 

Для определения 
*

1bP  также составим уравнение: 

22
*
221

*
112

*
211

*
1 aPaPaPaP bbbb ; 
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21121122

1222*
1

aaaa

aa
Pb ;                                 (2.4) 

      
21121122

2111*
1

*
2 1

aaaa

aa
PP bb .                         (2.5) 

Цена игры (выигрыш для участника A ) будет равна: 
m

j

n

i
jbiaij

aaaa

aaaa
PPa

1 1 21121122

21121122**
. 

Для того чтобы решения (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) были положитель-

ными числами (вероятностями), необходимо, чтобы для элементов 

матрицы ija  выполнялись следующие неравенства: 

0

0

0

0

1211

2111

1222

2122

aa

aa

aa

aa

      или    

0

0

0

0

1211

2111

1222

2122

aa

aa

aa

aa

 . 

 

Пример задачи. Правила игры. Каждый из участников имеет две 

чистые стратегии: 

1S  – выбрать число 1, 

2S  – выбрать число 2. 

Если сумма у двух участников окажется четным числом, то выиг-

рыш A  составит эту сумму. Если же сумма окажется нечетной, то 

выигрывает участник B .  

Данные правила отражены в следующей платежной матрице: 

43

32

2

1

21

S

S

SS

. 

Найдем оптимальные смешанные стратегии для каждого из участ-

ников 
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.
12

5

;
12

7

3324

34

*
2

21121122

2122*
1

a

a

P

aaaa

aa
P

 

Для участника B  решением будет: 

.
12

5

;
12

7

3324

34

2

1

b

b

P

P

 

Цена игры равна:  
4 2 3 3 1

.
12 12

 

Поскольку 0 , выигрывает участник В; из этого можно сделать 

вывод, что правила игры несправедливы. 

Отметим, что при выборе участником В оптимальной смешанной 

стратегии его выигрыш 
12

1  не будет зависеть от действий про-

тивника. Это следует из утверждения 1, поскольку у участника А обе 

чистые стратегии активные.  
Графическая интерпретация решения игры 2 2. Построим за-

висимость выигрыша участника A  от iaP (рис. 2.1),  

где 2111111 )1( aPaP aa  –

выигрыш участника А, если 

участник придерживается 

чистой стратегии bS1 ,  

2 1 12 1 22(1 )a aP a P a – ес-

ли участник придерживается 

чистой стратегии bS2 . 

Приравняв 1 и 2, полу-

чим оптимальное значение 
*

1aP , которое соответствует 

а22 

 

а11 
 

а21 

 
а12 

 

γ 

Р1а 

 
Р

*
1а 

 Рис. 2.1. Графическая интерпретация 

решения игры за участника А 

 

γ1 

γ2 

1 0 
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j

jminmax , т.е. A  максимизировал свой выигрыш. 

Теперь рассмотрим решение игры с позиции участника B . По-

строим зависимость его проигрыша от bP1  (рис. 2.2), 

где  1211111 1 aPaP bb  – 

проигрыш участника В, если 

участник придерживается чистой 

стратегии aS1 ,  

2212112 1 aPaP bb – если 

участник придерживается чистой 

стратегии aS2 . 

Оптимальное значение 
*

1bP  
получается из условия 

i
i

maxmin , т.е. он минимизи-

рует проигрыш. 

2.3.2. Решение матричных игр 2 m графоаналитическим      

методом 

Если участник A  имеет 2 чистые стратегии, а B  – m  чистых 

стратегий, то матрица выигрышей для A  имеет вид: 

m

m

ij
aaa

aaa
a

22221

11211
:




. 

Построим зависимость 

выигрыша участника A  от 

aP1  при чистых стратегиях 

участника B  

),...,2,1( mjS jb : 

ajajj PaPa 1211 1 . 

а22 

 

а11

2 

 

а12 

 а21 

 

γ 

Р1а 

 

Р
*

1а 

 Рис. 2.1. Графическая интерпрета-

ция решения игры за участника А 

 

γ1 

γ2 

а11 
а22 

а21 

 а12 

 

γ 

Р1b 

 
Р

*
1b 

 Рис. 2.2. Графическая интерпретация 

решения игры за участника В 

 

γ2 

γ1 

1 0 

а22 

 

а11 
 

а12 

 а13 

 

γ 

Р1а 

 
Р

*
1а 

 Рис. 2.3. Графическая интерпретация 

решения игры 2xm 

 

γ1 

γ2 

1 0 

а12 

 

a23 

 

γ3 
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Оптимальное aP1  находим из условия 
2

1

minmax
i

iaij
j

Pa  

(рис. 2.3). Найденному 
*

1aP  соответствуют две чистые стратегии уча-

стника B , которые будут для него активными. Таким образом, игру 

m2  сводим к игре 22 . 

Если несколько прямых пересекаются в одной точке, то нужно 

брать две стратегии, которые имеют более острый угол, это обеспе-

чит более устойчивое решение. 

 

Пример. Дана платежная матрица, необходимо найти оптималь-

ные смешанные стратегии: 

1324

2,3612
:ija . 

Строим зависимость 

j  от aP1 : выбираем 

стратегии bS2  и bS3  по 

 принципу 
2

1

minmax
i

iaij
j

Pa .  

Переходим к матрице 

22  - 
32

61
ija  и 

рассчитываем оптималь-

ные 
*

1aP  и 
*
2aP : 

;
12

5

6213

23*
1aP

12

7*
2aP . Решением игры для участника В является: 

 6      3    

                                    

                         1 

                 

   4           2 

                   

0 1           

1      P1a                       
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.0;0;
4

1
;

4

3

12

9

12

63 *
4

*
1

*
3

*
2 bbbb PPPP   

2.3.3. Решение матричных игр n 2 графоаналитиским 

           методом 

Участник A  имеет n  чистых стратегий, а B  – 2 чистые страте-

гии, платежная матрица имеет вид: 

21

2221

1211

nn aa

aa

aa


. 

Построим зависимость проигрыша участника B  от bP1  при чис-

тых стратегиях A ),...,2,1( niSia : 

bibii PaPa 1211 1 . 

 

Оптимальное 
*

1bP  нахо-

дим из условия 
2

1

maxmin
j

jbij
i

Pa , после 

чего выделяем две актив-

ные стратегии для участ-

ника A  и переходим к игре 

22 . 

 

2.3.4. Решение матричных игр n m 

Задана ija  – матрица выигрышей для игрока A . Необходимо 

найти оптимальные смешанные стратегии: 

а22 

 а11 
 

а12 

 а31 

 

Р1b 

 
Р

*
1b 

 Рис. 2.4. Графическая интерпретация 

решения игры nx2 

 

γ1 

γ2 

1 0 

а21 

 

a32 

 
γ3 

γ 
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.,,,,

,,,,

***
1

*

***
1

*

mbjbbb

naiaaa

PPPS

PPPS




 

 

Рассмотрим решение игры для игрока A. 

Выигрыш игрока A , если B  принимает фиксированную чистую 

стратегию jbS , будет равен: 

mjPa
n

i
iaijj ,,2,1

1

 .         (2.6) 

Найдем минимум из j , обозначим его через j
j

min . Будем 

искать 
*

iaP  из условия max . 

Все mjj ,,2,1  , так как  – минимальное. Поэтому 

(2.6) перепишем в виде неравенств: 

n

i
iaij mjPa

1

),,2,1(  .       (2.7) 

Для вероятностей iaP  выполняется условие: 

n

i
iaP

1

1 .       (2.8) 

Нахождение max  равносильно поиску 
1

min . Для удобства на-

хождения iaP  введем переменную ia
i

P
x , тогда (2.7) перепишется 

в виде: ),,2,1(1
1

mjxa
n

i
iij  , а (2.8) – в виде 

n

i
ix

1

1
. 

Определяем 
*
ix  из условия, что 

n

i
ix

1

min  при ограничениях: 
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.0,0

);,,2,1(1
1

i

n

i
iij

x

mjxa 
 

Для 0  необходимо, чтобы все j  были положительные. Это 

обеспечивается, если все 0ija . Поэтому, если в матрице есть отри-

цательные элементы, увеличим все элементы ija  на  

))(min(
,

ij
ji

aabsC . При этом  также увеличивается на C . 

В результате решения поставленной задачи линейного програм-

мирования найдем 
*
ix  и значение целевой функции 

n

i
ix

1

*
. После 

чего можем определить искомые 
*

iaP  по формуле: 

n

k
k

a
ia

x

x
P

1

*

*

. 

Выигрыш игрока A  (цена игры) будет равен: 

C

x
n

i
i

1

*

1
. 

Алгоритм решения игры n x m для участника А 

1. Переходим к положительным элементам матрицы: Caij . 

2. Решаем задачу линейного программирования: 

;min
1

n

i
ix            

при ограничениях .0),,...,2,1(1
1

i

n

i
iij xmjxa  
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3. Находим вероятности: 
ЦФ

x
P i

ia

*
*

 ( ЦФ  – значение целевой 

функции). 

Выигрыш участника A  определяется  в соответствии с выражени-

ем:  C
ЦФ

1
. 

 

Решение игры для игрока B 

Перейдем к матрице ija  с неотрицательными элементами так же 

как и при решении для участника А. Через ),,2,1( nii  обозна-

чим проигрыш игрока B  при фиксированной стратегии игрока A : 

 
m

j
jbiji Pa

1

.   

Для вероятностей jbP  выполняется условие:  
m

j
jbP

1

1. 

Введем обозначение 
i

imax~ . Задача минимизации ~  эквива-

лентна поиску ~
1

max . Произведем замену переменных: 

~
jb

j

P
y . 

Получаем задачу линейного программирования: 
m

j
j

y
y

1
~
1

max  

при ограничениях: 
m

j
jij ya

1

1 (при 0jy ). 
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Решив задачу линейного программирования, получим 
*
jy  и зна-

чение целевой функции ( ЦФ ). Цена игры – 
ЦФ

1~ , а искомые ве-

роятности – ~**
jjb yP . 

 

Алгоритм решения игры n x m для участника В 

1. Переходим к положительным элементам платежной матрицы: 

Caij . 

2. Решаем задачу линейного программирования: 

.0),,...,2,1(1

;max

1

1

j

m

j
jij

m

j
j

yniya

y

 

3. Интерпретируем результаты: 

**,
1

jjb yP
ЦФ

. 

4. Корректируем : 

C . 

Вернемся к теореме о минимаксе (см. п. 2.3). 

Теорема о минимаксе. В матричной игре без седловой точки 

)(  существует точка равновесия такая, что AA aa , , и 

оптимальные решения для участников находятся из условий: 

для A  – }{ *
iaP  из условия 

n

i
iaij

j
Pa

1

minmax , 

для B  – }{ *
jbP  из условия 

m

j
jbij

i
Pa

1

maxmin , 

BA aa  – цена игры. 
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Доказательство. 

В соответствии с рассмотренным алгоритмом существует решение 

для участника  А  
*

iaP  , определяемое из условия: 

A

n

i
iaij

j
aPa

1

minmax ; 

и существует решение для участника  В  
*

ibP  , определяемое из ус-

ловия:  

B

m

j
jbij

i
aPa

1

maxmin . 

Из теоремы о прямой и двойственной задачах линейного про-

граммирования следует, что BA aa . 

2.4. Биматричные игры 

В биматричных играх задаются матрицы выигрышей для обоих 

участников: 

ija  – матрица mn  выигрыша для игрока A  

ijb  – матрица mn  выигрыша для игрока B . 

Необходимо найти оптимальные смешанные стратегии 
*

iaP  и 

*
jbP . 

2.4.1. Принципы решения биматричных игр 

Пусть iaa PS  – стратегия для игрока A , а jbb PS  – страте-

гия для игрока B . 

Определение 3 (приемлемая стратегия) Смешанная стратегия aS  

является приемлемой для игрока A , если для любой другой смешан-

ной стратегии aS  и фиксированной смешанной стратегии bS  полез-

ность для игрока A  стратегии aS  больше, чем полезность стратегии 
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aS . Таким образом, для любой смешанной стратегии bS  можно оп-

ределить приемлемую стратегию aS . 

Можно условно графически представить зависимость приемлемой 

стратегии aS  как функцию от bS , представленной на рис. 2.5. 

Смешанная стратегия bS  игрока B  является приемлемой, если 

при любой другой смешанной стратегии bS  и фиксированной сме-

шанной стратегии aS  выполняется: 

baba SSbSSb ,, . 

 
 

Зависимость приемлемой стратегии bS  от aS  также можно услов-

но представить в виде функции bG  (рис. 2.6). 

Пересечение двух множеств aF  и bG  дает решение биматричной 

игры (рис. 2.7): 

Sb 

Sa 

Fa 

Рис. 2.5. Множество приемлемых 

стратегий для участника А 

Sa 

Gb 

Рис. 2.6. Множество приемлемых 

стратегий для участника B 

Sb 
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Проиллюстрируем принцип решения биматричных игр на задаче 

размерности 22 . 

2.4.2. Решение биматричных игр 2 2 

В качестве исходных данных заданы две матрицы: 

.

,

2

1

2221

1211

21

2

1

2221

1211

21

a

a

bb

ij

a

a

bb

ij

S

S

bb

bb

SS

b

S

S

aa

aa

SS

a

 

Смешанные стратегии для A : aaa PPS 21 , , для B : 

bbb PPS 21 , . 

Выигрыш участника A  равен: 

Sb 

Sa 

Fa 

Рис. 2.7. Определение  оптимальных 

смешанных стратегий 

 

Gb 

S
*

b 

S
*

a 
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bababababa PPaPPaPPaPPaSSa 2222122121121111, . 

С учетом aa PP 12 1  и bb PP 12 1 : 

.111

1,

11221121

11121111

baba

bababa

PPaPPa

PPaPPaSSa
 

После упрощения получим: 

.

,

2222211

22122112221111

aaaP

aaaaaaPPSSa

b

baba
 

Так как в нашем случае смешанная стратегия aS  определяется 

одной вероятностью aP1 , а bb PS 1 , то условие приемлемой страте-

гии для aS  запишется в виде: 

baba PPaPPa 1111 ,, . 

Чистая стратегия aS1  будет приемлемой (лучшей), когда 11aP  

или когда 

02212211222111 aaaaaaPb .  

  Из данного неравенства можем сделать вывод, что чистая страте-

гия iaS  – приемлемая, если 
*

11 bb PP : 

*
1

21122211

1222
1 bb P

aaaa

aa
P  

при знаменателе 021122211 aaaaC . 

Если же 0C , то тогда 
21122211

1222
1

aaaa

aa
Pb , и aS1 – прием-

лемая при 
*

11 bb PP . 

Напротив, стратегия aS2  приемлема при 01aP , т.е. при условии, 

что  
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02112211222111 aaaaaaPb . 

Таким образом, при 0C  стратегия aS2  приемлема, если 

21122211

1222*
11

aaaa

aa
PP bb , а при 0C  – если 

*
11 bb PP .  

На рис. 2.8 приведены зависимости при 0C  и 0C . 

 

 
Для построения bab SSG 11 ,  запишем выражение для выигрыша 

участника B : 

.,

;1;1

;,

222212122212112221111

1212

2222122121121111

bbbPbbbbbbPPSSb

PPPP

PPbPPbPPbPPbSSb

aabba

bbaa

bababababa

 

Чистая стратегия bS1 – приемлемая 11bP , если 

02221211222111 bbbbbbPa  

или 
*

1

21122211

2122
1 aa P

bbbb

bb
P ,  

при условии, что знаменатель  021122211 bbbbD . 

Если 0D , то чистая стратегия bS1  приемлема при 

Fa 

P1a 

P1b 

 

0 
1 

C>0 P1b 
1 

 

1 

Fa 

P1a 
0 

C<0 
1 

P
*

1b 

Рис. 2.8. Множество приемлемых стратегий для участника А 

P
*
1b 
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*
1

21122211

2122
1 aa P

bbbb

bb
P . 

На рис. 2.9 приведены зависимости bab PPG 11 ,  при 0D  и 

0D . 

 
Решением биматричной игры будет пересечение aF  и bG .  

Возможны четыре варианта пересечения aF  и bG  (в зависимости 

от знаков C  и D). 

 

Первый вариант 

 

0,0 DC . Реше-

ние единственное – 
*

1
*

1 , ba PP . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gb 

 

P1a 

P1b 

0 
1 

D<0 P1b 
1 

 

1 

Gb 

P1a 
0 

D>0 
1 

P
*

1a 

Рис. 2.9. Множество приемлемых стратегий для участника B 

P
*
1a 

 bP1  

 
      1      

    bG    aF  

  *
1bP  

 
 

aP1  

     0             *
1aP   1 
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Второй вариант 

 

0,0 DC . Ре-

шением будет 
*

1aP , 
*

1bP , 

точки пересечения 

(1,1) и (0,0) – неустой-

чи- вы. 

 

 

 

 

Третий вариант 

0,0 DC . Решением бу-

дет 
*

1
*

1 , ba PP . Точки (1, 0) и (0, 

1) дают неустойчивые реше-

ния. 

 

 

 

 

 

 

 

Четвертый вариант 

0,0 DC . Решение единст-

венное – 
*

1aP , 
*

1bP . 
 

 

 

 

 

 

 bP1  

 
      1         (1,1) 

    bG     

  *
1bP      aF  

 
 

aP1  

     0             *
1aP   1 

 bP1  

 
    1       

    bG     

 
*

1bP  

    aF  

 

    aP1  

      0             *
1aP   1 

 bP1  

 
    1       

    bG     

 
*

1bP  

    aF  

 

    aP1  

      0             *
1aP   1 
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Пример решения биматричной игры. Для каждого участника за-

дана матрица выигрышей: 

61

13
ija , 

31

06
ijb . 

Находим оптимальные смешанные стратегии: 

.0,
5

2

136

13

;0,
9

7

1163

16

21122211

2122*
1

21122211

1222*
1

D
bbbb

bb
P

C
aaaa

aa
P

a

b

 

Рассчитываем выигрыши участников игры: 
*
2

*
222

*
1

*
221

*
2

*
112

*
1

*
111

** ),( bababababaa PPaPPaPPaPPaSSa ; 

45

103

9

2

5

3
6

9

7

5

3
1

9

2

5

2
1

9

7

5

2
3a ; 

45

123

9

2

5

3
3

9

7

5

3
1

9

2

5

2
3

9

7

5

2
6b . 

Отметим, что принцип нахождения оптимальной смешанной стра-

тегии для игрока А – минимизация выигрыша противника, и для уча-

стника В – тоже минимизация выигрыша противника. Этот принцип 

распространим для решения игр размерности n m. 

2.4.3. Решение биматричных игр n m 

Даны две матрицы выигрышей ija  и ijb  размерности mn . 

Необходимо найти оптимальные смешанные стратегии: 

}{ **
iaa PS   и  }{ **

jbb PS . 

Оптимальную смешанную стратегию }{ *
iaP  находим из условия 

минимизации выигрыша противника bmin , а }{ *
jbP  – из условия 

минимизации выигрыша противника amin . 
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Для нахождения }{ *
iaP  ставим задачу линейного программирова-

ния: 

n

i
ix

1

max , 

при ограничениях .0),,...,2,1(1
1

i

n

i
iij xmjxb  

На основе найденных 
*
ix  вычисляем }{ *

iaP  (см. п. 2.3, решение 

матричных игр n m). 

Для нахождения }{ *
jbP  ставим задачу линейного программирова-

ния:                                          
m

j
jy

1

max  

при ограничениях: )...,,2,1(1
1

niya
m

j
jij , 0jy . 

На основе найденных 
*
jy  вычисляем }{ *

jbP  (см. п. 2.3. решение 

матричных игр n m). 
Выигрыши участников определяются с использованием их матриц 

выигрышей: 

* * * *

1 1 1 1

, .
n m n m

a ij ia jb b ij ia jb
i j i j

a P P b P P  

Следует сказать, что матричные (антагонистические) игры явля-

ются частным случаем биматричных игр, поэтому для их решения 

можно использовать принцип решения биматричных игр.  

Следует также отметить, что принцип решения биматричных игр 

может использоваться для решения игр с тремя и более участниками. 

Чтобы это продемонстрировать, рассмотрим решение диадических 

игр с тремя участниками. 
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2.5. Диадические игры 

Игры, в которых каждому участнику предоставляется только две 

чистые стратегии, называются диадическими. Участник aa SSA 21 ,: , 

участник bb SSB 21 ,: , участник cc SSC 21 ,: . 

В диадических играх смешанная стратегия участника A  описыва-

ется вероятностью aP1 , так как ab PP 12 1 . Поэтому решить диади-

ческую игру – значит найти оптимальные 
*

1
*

1
*

1 ,, cba PPP .  

Продемонстрируем метод решения диадических игр на примере из 

[2]. Имеются предприятия: A , B  и C , осуществляющие сброс воды 

в один водоем. Каждый из них имеет две чистые стратегии:  

cba SSS 111 ,,  – используют очистные сооружения; 

cba SSS 222 ,,  – не используют очистные сооружения. 

Водоем такой, что если два или более предприятий сбрасывают 

неочищенную воду, то вода загрязняется выше нормы, и все пред-

приятия платят штраф (-3). Использование очистных средств обхо-

дится предприятию в  (-1). 

Для каждого из участников должны быть заданы матрицы полез-

ности: ijkijkijk cba ,, . 

Удобно представить эти матрицы графически на кубе (рис. 2.10). 

Углы куба – возможные исходы (в скобках указаны расходы трех 

предприятий при соответствующем исходе ijkijkijk cba ,, ). 

Зафиксируем стратегии участников B  и C  

1 2 1 2, ,b b b c c cS P P S P P . 

 

Приемлемая смешанная стратегия aS  – это лучшая стратегия для 

участника A  при фиксированных cb SS , . 

 cba SSF ,  – зависимость приемлемой стратегии aS  от cb SS , ,  

cab SSG ,  – зависимость приемлемой стратегии bS  от ca SS , ,  
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bac SSH ,  – зависимость приемлемой стратегии cS  от ba SS , . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
Рис. 2.10. Графическое представление матриц полезностей для участников 

 

Найдем оптимальные стратегии для всех участников на пересече-

нии этих функций. Построим эти функции для нашего примера. Так 

как у нас в примере игра симметричная, то достаточно построить од-

ну зависимость cba SSF , . 

При первой чистой стратегии 11aP  выигрыш будет: 

cbcbcbcb PPaPPaPPaPPa 22122121212111211111 , 

а при второй чистой стратегии 12aP : 

cbcbcbcb PPaPPaPPaPPa 22222122212121211211 . 

Чтобы первая стратегия была приемлемой, она должна быть луч-

ше второй, поэтому первый выигрыш должен быть не хуже второго. 

Сгруппируем слагаемые: 

.022222122

122211212121211211211111

cb

cbcbcb

PPaa

PPaaPPaaPPaa
 

      2cP
 

 

  1    (-1,-1,0)    (-3,-4,-3) 

 

 

 

(-4,-3,-3)     (-3,-3,-3) 
               

 (-1,-1,-1)                      (0,-1,-1)                   

                       1                       2aP  

 

1        

  2bP        (-1,0,-1)     (-3,-3,-4) 

              

          bP2  
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С учетом, что ccbb PPPP 1212 1,1 , получим условие когда 

aS1  – приемлемая: 

.0
222122

22221222121112221222211211

22212221222112121111211111

aa

aaaaPaaaaP

aaaaaaaaPP

cb

cb

 

 

Введем обозначения: 

.

;

;

;

222122

222212221221

222122221121

222122212221121211112111

aa

aaaa

aaaa

aaaaaaaa

 

 

С учетом обозначений получим неравенство: 

01111 cbcb PPPP . 

В нашем примере: 

.1

;31103

;611103343

      

Получаем неравенство, определяющее соотношения между bP1  и 

cP1 , когда 11aP  будет приемлемой стратегией: 

01336 1111 cbcb PPPP . 

Отсюда получаем области: 
36

31

1

1
1

b

b
c

P

P
P , показанные на рис. 

2.11. 
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Рис. 2.11. Множество приемлемых стратегий для участника А при 12aP  

 

На рис. 2.12 приведена зависимость cba PPF 11 , : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
Рис. 2.12. Множество приемлемых стратегий для участника А 

 cP1  

 
   1 

 

                 для 12aP  

      

 2/3 

 0,5 

 1/3 

 

 

              bP1  

    0  1/3 0,5 2/3         1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

cP1  

 

   1 

    
чистая стратегия 

при 12aP  

 

               

              1                     aP1  
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Аналогично будут выглядеть зависимости cab PPG 11 ,  и 

bac PPH 11 ,  для участников B  и C .  

Результат пересечения ba GF ,  и cH  приведен на рис. 2.13:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 2.13. Пересечение множеств приемлемых стратегий 

 

 

Интерпретация решения. Точка (1) соответствует ситуации без-

надежности, когда все фирмы не строят очистные сооружения. 

Точки (2), (3), (4) – наличие "нахала" –  две фирмы строят, а одна – 

нет. 

Точки (5), (6), (7) соответствуют тому, что один строит очисти-

тельные сооружения, а два других уменьшают свои сбросы (созна-

тельное природопользование): 

)7(0;
3

1;
3

1

)6(
3

1;0;
3

1

)5(
3

1;
3

1;0

. 

Точки (8), (9) находятся на диагонали куба, и их координаты по-

лучают из условия: 

cP1  

 
     (3)  1 

 

 

            (8)    (9)  

               

   1/3   (6)   (1)                       

              (5)                       

              1/3              1/3          (2)          aP1  

             (7) 

 

                   1 

    bP1            (4) 
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01336 1111 cbcb PPPP . 

Из-за симметрии xPP cb 11 , и получается уравнение: 

.789,0

211,0

0166

2

1

2

x

x

xx

 

Точка 8={0,211; 0,211; 0,211} – справедливое решение, а точка 9 

{0,789; 0,789; 0,789} – ближе к безнадежной точке (1). 

2.6. Коалиционные игры 

В отличие от ранее рассмотренных классов задач, коалиционные 

игры решают задачу формирования оптимальных коалиций, выбора  

каждым из участников партнеров для  сотрудничества.  

Пусть имеется m  участников: 

.,,,, mCBA   

Рассмотрим возможные стратегии сотрудничества: 

1S  – каждый из участников действует независимо от других; 

2,1S  – коалиция из двух участников, первого и второго; 

3,1S  – коалиция первого и третьего участников; 

3,2S  – коалиция второго и третьего участников; 

3,2,1S  – коалиция из трех участников. 

Общее число возможных коалиций и, соответственно, стратегий 

равно 12 mm
. Для задания выигрышей при разных коалициях 

используется характеристическая функция. Например, 

,
453030251512100

3,2,13,23,12,1
3
1

2
1

1
10 UUUUUUUU

 

iU1  – выигрыш участников при стратегии 1S  

2,1U  – если первый и второй участники вступят в коалицию, то 

их общий выигрыш составит 25 и т.д. 
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3,2,1U  – выигрыш трех участников, если они все вступят в коали-

цию. 

Таким образом, чтобы описать коалиционную игру, необходимо 

задать характеристическую функцию. 

Характеристическая функция должна обладать свойством супер-

аддитивности. Для любой пары непересекающихся коалиций должно 

выполняться неравенство: 

ljlj KKKK :,
ljlj KKKK UUU . 

Неравенство может быть и обратное – это означает, что в качестве 

выигрыша выступают затраты, убытки, и стоит задача выбора парт-

неров, чтобы уменьшить затраты, т.е. стоит задача минимизации це-

левой функции. Для этой постановки все рассматриваемые далее во-

просы и процедуры тоже справедливы. 

Если 
ljlj KKKK UUU , то такая игра несущественна, так как 

нет смысла вступать в коалиции. 

Для решения игры необходимо составить матрицу выигрышей для 

каждого участника при разных стратегиях (коалициях) в следующем 

виде: 

3
3,2,1

3
3,2

3
3,1

3
1

3
1

2
3,2,1

2
3,2

2
1

2
2,1

2
1

1
3,2,1

1
1

1
3,1

1
2,1

1
1

3,2,13,23,12,11

UUUUUC

UUUUUB

UUUUUA

SSSSS

 

где 
1

2,1U  – выигрыш участника A  в коалиции (1, 2), 2,1U  – выиг-

рыш участника B  в коалиции (1, 2) и т.д. При этом 
2

2,1
1

2,12,1 UUU . 

Видим, что при определении выигрышей участников коалиций 

возникает проблема дележа. 

Проблема дележа выигрыша между участниками коалиции 

Решение этой проблемы может осуществляться разными способа-

ми: переговоры, привлечение сторонних лиц и др., но лучше исполь-
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зовать алгоритмическое решение проблемы дележа. Тогда имеется 

возможность каждому участнику независимо от других выявить по-

тенциальные коалиции и вступить с ними в переговоры. 

Рассмотрим принципы алгоритма справедливого дележа: 

а) участник, присоединившийся к коалиции, но не приносящий ей 

пользу, ничего не выигрывает. Другими словами, если к коалиции 

присоединяем i -го участника и он не увеличивает выигрыш коали-

ции, т.е. 
jj KiK UU , то выигрыш участника i  равен нулю: 

0i
iK j

U ; 

б) сумма выигрышей участников коалиции равна общему выиг-

рышу коалиции: 

j

jj

Ki
K

i
K UU . 

Используя принцип (а), составим для коалиции K  из n  участни-

ков формулу дележа общего выигрыша kU . 

Для участника i  коалиции выберем все возможные внутренние 

коалиции jK  из jn  участников, не включающие участника i , 

KK j . Таких внутренних jK  будет – jn

nC 1  (сочетание из 1n  

участников по jn ). Усредним полезность участника i  в коалициях с 

jK  (число участников в коалициях jK  одинаково и равно jn , а вме-

сте с участником i  коалиции будут jK i ). 

.const

;
1

1

j

KK
KiKn

n

n

UU
C

j

jj
j

 

Если рассмотреть коалиции с числом участников 

1,,1,0 nn j  , то тем самым охватим все возможные коалиции, 

которые могут быть внутренними по отношению к общей коалиции 

K . 
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Усредняя полезность участника i  уже во всех возможных коали-

циях, получим формулу его выигрыша: 

1

0

const

1

11 n

n

n

K
j

K
KiKn

n

i
K

j

j

jj
j

UU
Cn

U .                        (2.9) 

Выигрыши участников коалиции 
i
KU , вычисляемые по формуле 

(2.9), называют вектором Шепли. 

Кроме свойства (б), вектор Шепли обладает еще свойством адди-

тивности. 

Пусть задана характеристическая функция 

 ,,,,,,,: 3,2,12,13210 UUUUUUI , 

в которой выигрыш участника i  в коалиции K  равен IU i
K , и вто-

рая характеристическая функция II , в которой выигрыш участника i  

равен IIU i
K . Если сформировать третью характеристическую 

функцию III , элементами которой будут суммы соответствующих 

элементов функций I  и II , то выигрыш участника i  будет равен 

IIUIUIIIU i
K

i
K

i
K . 

Данное свойство весьма полезно на практике, так как сотрудниче-

ство участников может быть по нескольким областям их деятельно-

сти. Тогда по каждой области деятельности может быть составлена 

своя характеристическая функция. Дележи могут проводиться по ка-

ждой отдельной области совместной деятельности или вместе по 

всем областям. Но оценивать полезность коалиций необходимо по 

сумме всех областей совместной деятельности. 

Для выбора каждым участником лучшей стратегии необходимо 

выбрать максимальный выигрыш (см. таблицу выигрышей). Если для 

нескольких участников игры стратегии совпадают, то эта коалиция и 

будет эффективна для ее участников. 

Необходимо иметь в виду, что определение выигрышей по фор-

муле (2.9) означает справедливый дележ. Поэтому при анализе ре-
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зультирующей матрицы выигрышей можно отходить от вычислен-

ных 
i
KU , чтобы добиться устойчивого компромисса при дележе. 

Рассмотрим последовательность решения коалиционной игры на 

примере характеристической функции, приведенной в начале данно-

го раздела. 

Вычислим выигрыши участников CBA ,,  в различных коалициях, 

используя формулу (2.9): 

,5,111225010
2

1

2

1
2)2,1(01

1

)2,1(
UUUUU   

   5,135,11251

)2,1()2,1(

2

)2,1(
UUU , 

 

5,121530010
2

1

2

1
3)3,1(01

1

)3,1(
UUUUU , 

5,175,12301

)3,1()3,1(

3

)3,1(
UUU , 

 

5,131530012
2

1

2

1
3)3,2(02

2

)3,2(
UUUUU , 

5,165,13302

)3,2()3,2(

3

)3,2(
UUU , 

 

2

2

)3,2()3,2,1(

1

2

3)3,1(2)2,1(

0

2

011

)3,2,1(

3

1

C

UU

C

UUUU

C

UU
U  

           133045
2

15301225
010

3

1
, 

 

143045
2

15301025
012

3

12

)3,2,1(
U , 

 

181413452

)3,2,1(

1

)3,2,1()3,2,1(

3

)3,2,1(
UUUU . 
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Для выявления лучшей стратегии составим матрицу выигрышей: 

 

18185,165,171515

14145,13125,1312

1313105,125,1110

max3,2,13,23,12,11

C

B

A

SSSSS

 

Так как максимальные выигрыши для всех участников соответст-

вуют одной стратегии (коалиции), то 3,2,1S  и будет оптимальной. 

       

       Вопросы и задачи 

1. Сформируйте платежную матрицу с тремя седловыми точка-

ми. 

2. Какие из множества чистых стратегий являются активными? 

3. Какие из списка чистых стратегий являются доминируемыми, 

доминирующими? Какие из них могут входить в число активных 

стратегий? 

4. Что такое приемлемая стратегия? Может ли быть чистая стра-

тегия приемлемой? 

5. Покажите, что использование принципа решения биматрич-

ных игр для матричных игр приводит к тем же результатам, что их 

решение с использованием теоремы о минимаксе. 

6. Решите игру со следующей платежной матрицей:  

                            

2040

2423

5616

3

2

1

4321

a

a

a

bbbb

S

S

S

SSSS

 

7. На двух рынках S1 и S2   конкурируют две фирмы А и В. Мат-

рицы выигрышей (прибыли) фирм А и В равны: 

 
1820

3015
;

2530

4020
,, jiji ba . 
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В каких пропорциях следует разделить суммы на рекламную кампа-

нию на каждом из рынков фирме А и фирме В?   

8. Какие свойства присущи вектору Шепли в коалиционных иг-

рах? 

9. Решите коалиционную игру для трех участников со следую-

щей характеристической функцией: 

 

  U0 U1 U2 U3 U(1,2) U(1,3) U(2,3) U(1,2,3) 

0 10 15 11 20 18 20 26 
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3. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ 

3.1. Постановка задач управления запасами 

Задачи управления запасами связаны с оптимизацией процессов 

закупки продукции, ее хранения и реализации. Все эти процессы 

осуществляются в системе управления запасами, которые рассматри-

ваются в логистике [7, 8]. Интерпретировать задачи управления запа-

сами можно и в других областях, в том числе и производственной 

деятельности. 

Пример изменения уровня запасов при неизменном спросе на 

продукцию приведен на рис. 3.1. 

 

 
Здесь P – уровень запасов, L – задержка во времени между 

оформлением и получением заказа (время выполнения заказа), y – 

размер заказа; угол между осью абсцисс и линией изменения запасов  

определяется  – спросом в единицу времени на продукцию. 

Вопросы, которые ставятся в этих задачах: 

найти точку заказа (момент времени, когда делать заказ); 

определить размер заказа у (сколько заказывать продукции). 

 L 
 

t 

P 

* 
0 

Рис. 3.1. График уровня запасов при постоянном спросе 

у 

* *  L 
 

Точки заказа 
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Кроме этого ставится задача оптимизации размера заказа. Целевая 

функция для оптимизации размера заказа – минимизация затрат в 

системе управления запасами:  

дефицхранразмприобр
CCCCF , 

где 
приобр

C – стоимость приобретения товара (зависит от размера зака-

за); 
разм

C – затраты на размещение заказа (оформление заказа, транс-

портировка продукции заказа). 
разм

C  зависит от частоты заказов; 

хран
C  – затраты на хранение продукции на складе; 

дефиц
C  – потери от 

дефицита продукции. 

На рис. 3.2 приведены зависимости составляющих целевой функ-

ции от уровня запасов (P).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        Р 
Рис. 3.2. Целевая функция для оптимизации размера заказа 

 

В логистике выделяют несколько моделей управления запа-

сами, основные из которых рассмотрены ниже. 

 

Сдефиц 

Сприобр 

Сразм       

F 

Cхран 
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Модель с контролем уровня запасов 

(фиксированным размером заказа) 

 
 

В этой модели точка заказа (на рис. 3.3 отмечены  *) определяет-

ся достижением уровня запасов (Р) порогового уровня (R). L – время 

выполнения заказа (поставки продукции), может увеличиться по не-

предвиденным обстоятельствам на время возможной задержки заказа 

(Тзп). По этой причине, а также из-за нестабильного (случайного) 

спроса в системе предусматривается резервный запас (РЗ). Размер 

заказа (у) в системе фиксирован. Пороговый уровень запасов (R) оп-

ределяется суммой уровня резервного запаса и произведения средне-

го спроса на продукцию в единицу времени (β) на время выполнения 

заказа (L). 

Оптимизируются в данной модели размер заказа (у) и уровень ре-

зервного запаса (РЗ). 

 
      Модель с фиксированным интервалом времени  между заказами 

В данной модели точки заказа отстоят друг от друга на одинако-

вом интервале времени (Тивз). Размер заказа определяется на основа-

нии максимально желаемого уровня запасов (МЗП) и уровня запасов 

с момента заказа: 

 L 

 Тп 
 

L 

Тзп 

t 

P 

* * * 

у 
у 

Рис. 3.3. График уровня запасов в системе с контролем уровня 

запасов 

 

R 

РЗ 
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Lsy , 

где  s – необходимый до МЗП размер заказа в момент заказа,  

      – средний спрос на продукцию в единицу времени,  

      L  – время выполнения заказа, 
 

  
Интервал времени между заказами (Тивз ) определяется из выра-

жения: 

/)РЗМЗП(
ивз

T . 

Точки заказа на рис. 3.4 отмечены  *. 

Оптимизации подлежат  максимально желаемый уровень запасов 

(МЗП)  и уровень резервных запасов (РЗ). 

 
      Модель с установленной периодичностью пополнения  

      запасов     до установленного уровня 

       Данная модель объединяет принципы двух предыдущих моделей. 

В ней заказы делаются периодически (как во второй модели), но од-

новременно следят за уровнем запасов (как в первой). Если уровень 

запасов достигает порогового уровня, то делается дополнительный 

 L 
 

 L 
 

Тзп 

t 

P 

* * * 

y1 

y2 

Рис. 3.4. График уровня запасов в системе с фиксированным  

интервалом времени  между заказами 

МЖЗ 

РЗ 

Тивз Тивз 

s1 
s2 

s3 
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заказ. На рис. 3.5 иллюстрируется функционирование системы 

управления запасами, основанной на этой модели. 

Как и во второй модели оптимизации подлежат  максимально 

желаемый уровень запасов и уровень резервных запасов. 

 

 
Классификация моделей управления запасами. 

В качестве основания для классификации используем основные 

параметры систем управления запасами: спрос на продукцию, харак-

теристики выполнения заказа, период времени управления заказами.  

 

1. Характеристики спроса на продукцию ( ) 

 а) детерминированные (спрос – не случайная величина): 

 – статические детерминированные модели (  = const); 

 – динамические детерминированные модели ( (t) зависит от 

времени); 

 б) вероятностные (спрос – случайная величина): 

 – стационарные вероятностные модели; 

 – нестационарные вероятностные модели. 

 L 
 

 L 
 

t 

P 

* * * 

y1 
 y2 

 

Рис. 3.5. График уровня запасов в системе с установленной 

 периодичностью их пополнения 

 до установленного уровня 
 

МЖЗ 

РЗ 

Тивз 

 

s1 s2 s3 

Точка дополнительного 

заказа 

 L 
 

y3 

Тивз 

s4 

R 

* 



 136 

  

2. Время выполнения заказа (L): 

 а) детерминированные (L = const); 

 б) вероятностные (L – случайная величина). 

3. Характер выполнения заказа (поступления запаса) 

 а) заказ поступает полностью одновременно; 

 б) заказ поступает равномерно. 

4. Период времени управления запасами: 

 а) конечный; 

 б) бесконечный. 

Важным фактором является число видов продукции, управление 

запасами которых осуществляется. В этой связи выделяются: 

 а) однопродуктовые модели; 

 б) многопродуктовые модели. 

В настоящем разделе рассматриваются несколько из указанных 

выше классов задач и соответствующие им модели, позволяющие 

оптимизировать характеристики систем управления запасами. 

3.2. Детерминированные модели управления запасами 

Детерминированная однопродуктовая статическая модель 

управления запасами 

В модели задаются: 

 – const (спрос в единицу времени), 

L – const (время выполнения заказа), 

h – затраты на хранение 1 единицы продукции в единицу времени, 

К – затраты на размещение 1 заказа.  

Так как все параметры постоянные, то дефицита продукции всегда 

можно избежать, значит, резервный запас не требуется. На рис. 3.5 

приведен график изменения уровня запасов в этой простейшей моде-

ли. 
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Составим целевую функцию системы управления запасами. 

На достаточно большом интервале времени – Т затраты на приоб-

ретение продукции равны TqC
приобр

, где q – цена 1 ед. продук-

ции; 
y

T
N

заказ
 – число заказов за период Т; 

y

KT
KNC

заказразм
 – 

затраты на размещение заказов. 

Средний уровень запасов в течение T равен 2y , поэтому затраты 

на хранение продукции равны: 

T
y

hC
2

хран
. 

0
дефиц

С , так как дефицита нет. 

Таким образом, общие затраты на функционирование системы 

управления запасами равны: 

2
)(

hy

y

K
qTyF . 

Для определения оптимального размера заказа приравняем произ-

водную )(yF  к нулю: 

0
22

h

y

K
T

dy

dF
, 

 L 
 

t 

P 

* 

у
*

 

Рис. 3.6. График уровня запасов в модели 

Lβ 

* *  L 
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откуда получим формулу экономичного размера заказа (формула 

Уилсона): 

h

K
y

2*
.                                               (3.1) 

Чтобы определить точку заказа, необходимо найти пороговый 

уровень запасов (L ). 

Детерминированная статическая модель с разрывами цен 

В отличие от предыдущей задачи будем считать, что цена продук-

ции зависит от размера заказа: )(yfq . 

Примем 12
2

1

)ценыльготные(если,

если,
)( qq

ryq

ryq
yf , 

где  r – пороговый размер заказа, при котором делаются скидки. 

Целевые функции приведенные на рис. 3.7 при разных ценах бу-

дут отличаться только затратами на приобретение продукции: 

2
11

hy

y

K
qTF , 

2
22

hy

y

K
qTF . 

 
Пояснения к рис. 3.7:  

r  – величина заказа, при которой )()( 2
*

1 rFyF , 

у* r' 

F1 

F2 

у 

Рис. 3.7. Целевые функции для разных цен 

F 
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*y  – оптимальный уровень заказов. 

Отметим, что при разных ценах 
h

K
y

2*
. 

Оптимальный размер заказа 
опт

y  будет определяться исходя из со-

отношений между 
*y , r  и r . 

Рассмотрим возможные случаи. 

Случай 1.   Пороговый размер заказа – 
*yr . 

Целевая функция в этом случае имеет вид, представленный на 

рис. 3.8. 

 

Оптимальный размер заказа равен 
*yyопт , а цена продукции 

равна q2. 

Случай 2.  Пороговый размер заказа – rry* . 

Целевая функция для этого случая приведена на рис. 3.9. 

 

у*  r' 
 

F1 

F2 

у 

Рис. 3.8. Целевая функция при 
*yr  

F 

r 
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Оптимальный размер заказа равен ry

опт
, а цена продукции рав-

на q2. 

Случай 3. Пороговый размер заказа –  rr  

Целевая функция в этом случае имеет вид (рис.3.10): 

 
Оптимальный размер заказа равен ry

опт
, а цена равна q2. 

у*  r' 
 

F1 

F2 

у 

Рис. 3.9. Целевая функция при rry*
 

F 

r 

у*  r' 
 

F1 

F2 

у 

Рис. 3.10. Целевая функция при rr  

F 

r 
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Получим уравнение для определения величины r . 

2
)( 11

hy

y

K
qTyF . 

Учитывая, что 
h

K
y

2*
, 

h

Kh

K

hK
qTyF

2

2

2
)( 1

*
1 , 

 

hKqTyF 2)( 1
*

1 . 

Условие для определения r : )()( 2
*

1 rFyF , 

2
2 21

rh

r

K
qhKq . 

После упрощения получим уравнение для определения r : 

0
22

)(2)( 21
2

h

K

h

K
qq

h
rr . 

С учетом 
h

K
y

2*
 уравнение перепишется в виде: 

0)()(2)( 2**
21

2 yyqq
h

rr . 

Многопродуктовая статическая модель с ограничением 

         на емкость склада 

Число видов продукции – n, индексы продукции – i=1, 2, .., n. 

Цены на все виды продукции неизменны. Для каждого вида продук-

ции заданы: 

i – спрос в единицу времени, 

Ki – затраты на размещение заказа, 

hi – затраты на хранение 1 ед. продукции в единицу времени. 
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Кроме этого заданы объемные характеристики одной единицы 

продукции каждого вида – ai (i = 1, ... ,n), а также общая вмести-

мость склада A (объем в м
3
 или площадь в м

2
). 

Требуется определить оптимальные размеры заказов по каждому 

виду продукции 
*
iy . 

Целевая функция имеет вид: 
n

i

ii

i

ii yh

y

K
F

1 2
 

при ограничении 
n

i

ii Aya
1

. 

Для минимизации целевой функции воспользуемся методом Ла-

гранжа. Составим функцию Лагранжа: 

Aya
yh

y

K
yyL

n

i

ii

n

i

ii

i

ii
n

11

1
2

)...,( , 

где  – множитель Лагранжа (меньше нуля). 

Для определения 
*
iy  составим систему уравнений: 

).,...,1(

0

0
2

1

2

ni

Aya
d

dL

a
h

y

K

dy

dL

n

i
ii

i
i

i

ii

i
 (3.2) 

Из (3.2) получим  

ii

ii
i

ah

K
y

2

2*
, 0 .   (3.3) 

При  = 0 получаем задачу без ограничения:  

i

ii

h

K
y i

2*
. 

Если при этом выполняется ограничение  
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n

i

i Aya
i

1

*
,            (3.4) 

то задача решена. 

В случае невыполнения ограничения (3.4) систему уравнений ре-

шаем численными методами. 

Для этого, на каждом шаге t уменьшая , рассчитываем по форму-

ле (3.3) )(* tyi  и проверяем ограничение. Итерационную процедуру 

заканчиваем, когда будет выполнено ограничение (см. таблицу ни-

же). 

 

 1y  2y  … ny  
n

i

ii Aya
1

 

0 )1*(
1y  )1*(

2y  … 
)1*(

ny  0  

-0.05 )2*(
1y  )2*(

2y  … 
)2*(

ny  0  

 

Детерминированная динамическая однопродуктовая модель 

управления запасами 

В данной модели спрос и другие стоимостные характеристики из-

меняются во времени. Разобьем весь период управления T на m ин-

тервалов (месяц, неделя), j=1, 2,…,m. Для каждого интервала долж-

ны быть заданы (или спрогнозированы): 

j – спрос на продукцию в интервал j времени, 

Kj – затраты на размещение заказа, 

hi – затраты на хранение одной единицы продукции в единицу 

времени, 

qi – цена продукции в интервал j времени. 

Кроме этого, необходимо задать уровень запасов на начало плано-

вого срока – P0 (j=1). 

В модели не допускается дефицита, а время выполнения заказа (L) 

считается неизменным. 
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Ставится задача определения оптимального размера заказа в каж-

дый из интервалов – 
*
jy  (j=1, 2,..., m), причем в некоторые интерва-

лы может быть 0*
jy . 

Целевая функция на отдельном интервале времени представляет 

собой затраты ),,,,,( jjjjjjj yPqhKF , в зависимости от количества 

запасов на начало периода Pj решается вопрос о размере заказа yj. 

Затраты в этот интервал времени определяются по формуле: 

2
)( jj

j

jj

jjj

yh

y

K
qyF  (см. однопродуктовую статическую 

модель). 

Интегральная целевая функция имеет вид: 
m

j
jjjjjjj yPqhKFF

1

),,,,,( , 

где jF  – затраты на функционирование системы управления запаса-

ми в интервал j. 
Поставленная задача является сложной комбинаторной, но так как 

интегральная целевая функция представляет собой сумму, то для ее 

минимизации можно использовать динамическое программирование 

[2]. 

3.3. Вероятностные модели управления запасами 

В моделях этого класса спрос (  ) – случайная величина с  плот-

ностью функции распределения ( ) и математическим ожиданием 

M( ). Далее рассматриваются однопродуктовые вероятностные мо-

дели. 

Упрощенная вероятностная модель 

Будем считать, что время выполнения заказа (L) – постоянная 

величина. Обозначим через z суммарный спрос за время L, тогда f(z) 
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– плотность функции распределения вероятностей суммарного спро-

са, а F(z) – функция распределения вероятностей суммарного спроса. 

На рис. 3.11 представлено изменение уровня запасов в вероятно-

стных системах, РЗ – уровень резервного запаса. 

 
 

Требуется определить РЗ при условии, что вероятность дефицита 

не больше, чем , т.е. ))(РЗ( zMzP . 

Используя заданную функцию распределения вероятностей, опре-

деляем  квантиль z  , соответствующий вероятности 1- . 

Искомый уровень запасов определяется в соответствии со сле-

дующим выражением: )(РЗ zMz . 

 

Пример. 

Дано: L = 4 недели – время выполнения заказа, плотность 

функции распределения спроса f( )=N(100,10) – нормальное рас-

пределение с M( )=100 в неделю и ( )=10. Требуется определить 

уровень резервного запаса, при условии, что вероятность возможного 

дефицита   не более 0,2. 

Решение. 

 L 
 

 L 
 

t 

P 

y 

y 

Рис. 3.11. График уровня запасов в вероятностных системах 

РЗ 

Точки заказа 

РЗ+M(z)

z) 
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Математическое ожидание суммарного спроса за время выполне-

ния заказа: 400)()( MLzM ; дисперсия – 

D(z)=L
2
( )=400,  20400z ;  f(z) – нормальное распределе-

ние N(400, 20). 

Находим квантиль z  , соответствующий вероятности 1- =0,8. По 

таблице нормального распределения F(Х )=0,8, Х =0,9. 

Так как Х  соответствует нормированной случайной величине, то 

X
zMz

z

)(
, откуда )(zMXz z , а уровень резервного 

запаса будет равен: 

РЗ = Х z = 0.9 20 = 18. 

Чтобы определить y
*
 (уровень оптимального заказа), воспользу-

емся формулой Уилсона (3.1), подставив в нее M( ) (в этом заключа-

ется упрощенность модели): 

h

KM
y

)(2*
. 

Отметим, что если L – случайная величина, и задана (L) – плот-

ность функции распределения времени выполнения заказа, и, кроме 

того, если задана g(z/L) (условная функция плотности распределения 

спроса за время L), то безусловная функция плотности распределения 

f(z) определяется в соответствии с выражением: 

0

)()/()( dLLLzgzf . 

Имея f(z), можно определить необходимый резервный уровень за-

паса. 

Вероятностная модель с контролем уровня запаса 

В данной модели точка заказа определяется оптимальным уров-

нем резервного запаса R, который надо определить. Кроме этого, не-

обходимо определить и оптимальный размер заказа y
*
. 

Допущения, принятые в модели: 
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а) L – случайная величина; 

б) плотность функции распределения вероятностей спроса f( ) за 

время выполнения заказа L не зависит от момента заказа; 

в) неудовлетворенный спрос накапливается; 

г) в любой момент времени имеется не более одного невыполнен-

ного заказа. 

В качестве исходных данных дано: 

0

)()/()(
)/(

)(
dLLLzgzf

Lzg

L
 – функция плотности рас-

пределения спроса за время выполнения заказа; 

D – ожидаемый годовой спрос; 

h – затраты на хранение в единицу времени на одну единицу про-

дукции; 

K – затраты на размещение заказа; 

P – потери от дефицита одной единицы продукции. 

Составим целевую функцию системы управления запасами, 
y

D
 – 

количество заказов, которые будут сделаны в течение года. 

Целевая функция для оптимизации включает три составляющие: 

дефицхранразм
СCCF . 

Получим выражения для каждой из составляющих. 

K
y

D
C

разм
 – годовые затраты на размещение заказов; 

HhC
хран

 – затраты на хранение, где H – средний уровень за-

пасов. 

Будем определять H  как среднее значение уровня запасов между 

моментами получения заказа: 

)(
22

)()(
zRM

yzRMyzRM
H ; 
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)()()()(
0

zMRdzzfzRzRM . 

Таким образом, получим: ))(
2

(
хран

zMR
y

hC . 

Pd
y

D
С

дефиц
 – потери от возможного дефицита, где d  – средняя 

величина дефицита; P – потери от дефицита. 

Дефицит (d) – случайная величина: 

RzRz

Rz
d

0
, 

0

)()()(
R

dzzfRzdzzdfd .                    (3.5) 

В результате получаем целевую функцию: 

dP
y

D
zMR

y
hK

y

D
RyF ))(

2
(),( . 

Чтобы найти оптимальные значения y и R, возьмем частные про-

изводные. 

0
2 22

dP
y

Dh

y

DK

y

F
; 

0
dR

dd

y

DP
h

R

F
. 

Остановимся подробнее на определении 
dR

dd )(
. 

Заметим, что: 

R

RgRGG
dR

d
dxxg

dR

d
)()()()( , 

где g(x) – произвольная функция. 

Тогда, с учетом (3.5), 
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R RR

RRfdzzfRRfdzzfR
dR

d
dzzzf

dR

d

dR

dd
)()()()()(

 

R

dzzf )( . 

Таким образом, для определения оптимальных y и R необходимо 

решить следующую систему уравнений: 

)7.3(.0)(

(3.6),0
2 22

R

dzzf
y

DP
h

dP
y

Dh

y

DK

 

Из (3.6) получим: 

h

dPKD
y

)(2*
,   (3.8) 

а из (3.7): 

*

*

)(
R

DP

hy
dzzf ,        (3.9) 

DP

hyR
zzfdzzfRzd

RR

**
*

**

)()()( .            (3.10) 

Найдем 
*
miny  из (3.8), приняв 0d , т.е. отсутствует дефицит, или 

уровень запасов R : 

h

DK
y

2*
min , 0d . 

При уровне запасов 0R , в соответствии с (3.5), )(zMd . 

Из (3.9) получим: 

h

zPMKD
y

))((2
ˆ*

. 
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При 0R  

R

dzzf 1)( , 

и из выражения (3.10) получим: 

h

DP
y*~ . 

Если 
** ~ˆ yy , то решение системы уравнений (3.6) и (3.7) суще-

ствует. Для нахождения y
*
 и R

*
 воспользуемся следующей итераци-

онной процедурой. 

На первой итерации вычисляем 
n

DK
yy

2*
min

)1(*
, затем, ис-

пользуя (3.9), вычисляем R
*(1)

 и, решая уравнение (3.10), определяем 
)1(d . На второй и последующих итерациях (t) рассчитываем: 

а) 
n

dPKD
y

t
t )(2 )1(
)(*

 (см. формулу (3.8)); 

б) R
*(t)

   из    
DP

hy
dzzf

t

R

)*(

*

)(  (см. формулу (3.9)); 

в) 
DT

hyR
zzfd

tt

R

t
)*()*(

)(

)1(*

)(  (см. формулу (3.10)). 

Данная итерационная процедура сходится к оптимальным значе-

ниям y
*
 и R

*
. 

Полученные результаты используются следующим образом: 

постоянно контролируется уровень запасов на складе. Как 

только он достигает R
*
, делается заказ размером y

*
. 

 

      Вопросы и задачи  

1. Каким образом можно рассчитать уровень резервного за-

паса в модели с фиксированным размером заказа (см. п. 3.1)? 
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2. Рассчитайте максимальный желательный запас (МЖЗ)  в 

модели с фиксированным интервалом времени между заказами 

(см. п. 3.1)? 

 3. Проведите модификацию детерминированной статиче-

ской модели с разрывами цен для случая, когда у поставщика 

есть два пороговых уровня заказов (r1 и r2) для скидок цен на 

закупку. 

4. В системе управления запасами затраты на размещение и 

получение одного заказа равны 70 тыс. руб. Затраты на хране-

ние 1 ед. продукции в течение месяца равны 100 руб. Цена за-

купки продукции не зависит от размера заказа. Интенсивность 

спроса неизменна и равна 350 ед. продукции в месяц.  

Определить оптимальный размер заказа. 

5. В системе управления запасами затраты на размещение и 

получение одного заказа равны 600 тыс. руб. Затраты на хранение 

1 ед. продукции в течение месяца равны 2 тыс. руб. Цена закуп-

ки продукции равна 600 тыс. руб. при размере заказа меньшем 

или равном 30 шт., при большем     размере    заказа     предостав-

ляется     скидка    15 %.  Интенсивность спроса неизменна и рав-

на  70 ед. продукции в месяц.  
Определить оптимальный размер заказа.  

6. В системе управления запасами затраты на размещение и полу-

чение одного заказа равны 550 000 руб. Затраты на хранение 1 ед. про-

дукции в течение месяца равны 4 тыс. руб. Цена закупки не зависит от 

размера заказа. Время выполнения заказа – 2 недели. Еженедельный спрос 

на продукцию распределен по нормальному закону с математическим 

ожиданием  150 шт. и среднеквадратическим отклонением  6 ед. 

Определить: а) оптимальный размер заказа; б) уровень резервного запа-

са, при котором вероятность возможного дефицита будет не более 0,8.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Остановимся на применении моделей исследования опера-

ций на практике. 

При анализе и оптимизации параметров реального объекта 

исследования возникает проблема его формализованного опи-

сания и моделирования. Универсальным средством моделиро-

вания является имитационное моделирование. При этом можно 

получать оценки выходных характеристик объекта при измене-

нии входных параметров, т.е. можем построить модели оценок 

выходных характеристик. При использовании модели оценок 

строится целевая функция, и при необходимости оптимизиру-

ются параметры объекта в соответствии с целевой функцией.  

В исследовании операций каждый класс моделей (линейно-

го, динамического программирования, системы массового об-

служивания, игровые модели, управления запасами и др.) имеет 

определенный понятийный аппарат и математическое описание 

объекта исследования, кроме того, имеется множество поста-

новок задач оптимизации характеристик объекта.   Исследова-

телю необходимо при анализе объекта исследования, используя 

понятийный аппарат различных классов моделей, определить, к 

какому классу  он относится, и воспользоваться уже имеющим-

ся математическим описанием и решить задачу оптимизации 

параметров объекта. 

При решении задач с использованием моделей исследова-

ния операций следует обращать внимание на принятые в ней 

допущения. Вопрос об адекватности модели исследования опе-

раций и реального объекта актуален, также как и для имитаци-

онного моделирования. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1    Распределение   Пирсона   χ
2
 

Степень 

свободы 

ν 

Уровень значимости   α 

0,30 0,20 0,10 0,05 0,01 

1 1,074 1,642 2,71 3,84 6,64 

2 2,41 3,22 4,60 5,99 9,21 

3 3,66 4,64 6,25 7,82 11,34 

4 4,88 5,99 7,78 9,49 13,28 

5 6,06 7,29 9,24 10,07 15,09 

6 7,23 8,56 10,64 12,59 16,81 

7 8,38 9,80 12,02 14,07 18,48 

8 9,52 11,03 13,36 15,51 20,1 

9 10,66 12,24 14,68 16,92 21,7 

10 11,78 13,44 15,99 18,31 23,2 

11 12,90 14,63 17,28 19,68 24,7 

12 14,01 15,81 18,55 21,0 26,2 

13 15,12 16,98 19,81 22,4 27,7 

14 16,22 18,15 21,1 23,7 29,1 

15 17,32 19,31 22,3 25,0 30,6 

Приложение 2   Распределение Колмогорова 

      – значения статистики, P– вероятность того, что расхождение 

между теоретическим и экспериментальным распределениями про-

изошло из-за случайных факторов. 

 

 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

P 1.000 0.997 0.967 0.864 0.711 0.544 0.393 0.270 

 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.7 1.8 2.0 

P 0.178 0.112 0.068 0.040 0.022 0.006 0.003 0.001 
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Приложение 3   Основные положения Z – преобразования  

Пусть задано дискретное распределение вероятностей: 

),...,1,0( nnpn ; 1
0n

np . 

Следующий ряд называется Z - преобразованием: 

n

n

nn zpzPpZ
0

)()( .   

При 1|| z  ряд сходится. 

Свойства Z - преобразования: 

0)0( pP , 1)1(P ; 

1

0

n

n

nz znpP , 1)0( pPz ; 

2

0

)1( n

n

nz zpnnP ; 2
!2

1
)0( pPz ; 

n
n

z p
n

P
!

1
)0()(

; 

)()1(
0

nMnpP
n

nz .   (1) 

В системе массового обслуживания Sz LP )1( . 

22 )()()( nMnMnD  

0

)1()1(
n

nz pnnP  

)()()1( 2

00

2 nMnMnppnP
n

n

n

nz , откуда, с учетом (1): 

)1()1()( 2
zz PPnM . 

Для дисперсии D(n) получим: 
22

)1()1()1()()1()1()( zzzzz PPPnMPPnD . 
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Следует также отметить следующие свойства: 

)()(
0

1
1

0

11 zzPzpzzppZ
n

n
n

n

n

nn , 

0

00

1
1

0

11

11
)( pzp

z
zp

z
zppZ

n

n
n

n

n
n

n

n

nn , 

01 )(
1

)( pzP
z

pZ n , 

)()(
0

zCPzCpCpZ n

n

nn , где C=const. 

Рассмотрим два дискретных распределения: 

)...2,1,0(npn ;   )...2,1,0(kqk ; 

)()()()(
0

zQzPzqpqpZ
n

n
nnnn . 

Свертка двух распределений np  и kq : 

0 000

)()(
n k

kn
kn

k

k
k

n

n
n zqpzqzpzQzP . 

Обозначим skn : 

    )()()(
00 0

zYzyzqpzQzP
s

s
s

s

s

n

nsn . 

__/__\ sy  

000 qpy , 01101 qpqpy , 0211202 qpqpqpy . 

Случайная величина 
s

n

nsns qpy
0

 является сверткой np  и kq . 
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